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Topicos: Topologia, conjuntos abertos, fechados, compactos e conexos, continuidade e home-
omorfismo.

1. Provar que toda bola aberta B(x;r) ¢ um conjunto aberto.

Solugao: Sejay € B(r;z). Queremos provar que existe € > 0 tal que B(y;€) C B(r; x).
Definimos para isto € := r — |y — x| > 0. Logo, dado qualquer ponto z € B(y;€), temos
que
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Logo z € B(z;r). Isto é, B(y;€) C B(x;r). Concluimos que B(z;r) é aberto.

2. Provar que Z := {(z,y) € R? : xy < 0} é aberto. Dica: Seja (a,b) no conjunto Z. Seja
e := min{|al,|b|} > 0. Provar que B((a,b);¢) C Z.

3. Provar que uniao de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

Solugao: Seja {Ay : A € A} uma familia de abertos, onde A é um conjunto de indices
(possivelmente infinito, ndo enumeravel). Consideremos a uniao:

A::UAA.

A€A

Seja z € A. Logo z € A, para algum indice A\. Dado que A, é aberto, existe € > 0 tal
que B(z;¢e) € A,. Logo B(z;¢) C A. Concluimos que A é aberto.

4. Provar que a interse¢ao de uma quantidade finita de abertos é um conjunto aberto.

5. Provar que a interse¢ao de conjuntos fechados é um conjunto fechado. Sera que uniao
de fechados é também fechado? Se nao for certo, dar um contraexemplo.

6. Dé exemplos de conjuntos que nao sao nem abertos nem fechados.

7. Prove que
{(z,y) eR*: y > 0}

é aberto.
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Prove que um conjunto em R™ é aberto se, e somente se, é uniao de bolas abertas.
Provar que R x {0} ¢ fechado em R?.
Prove que as bolas fechadas sao conjuntos fechados.

Seja A C R™ tal que existe d > 0 tal que ||z —y|| > d para todo par de pontos z,y € A.
Prove que A é fechado em R".

Seja A C R? um conjunto nao vazio contido numa reta de R?. Prove que A nao é
aberto.

Seja A C R™. Prove que R™\int(A) é fechado.

Seja A C B C R", e x ponto de acumulacao de A. Serd que x é também ponto de
acumulagao de B?

Se A C R™ é aberto, prove que sua fronteira tem interior vazio.

Seja A C R™ com n > 2. Prove que, dado a € R™"\ A, o conjunto AU {a} é aberto se, e
somente se, a é um ponto isolado da fronteira de A.

Prove que se FF C R" é fechado entao sua fronteira tem interior vazio.

Sejam F' € R" fechado e f : FF — R™ uma aplicacao continua. Mostre que f leva
subconjuntos limitados de F' em subconjuntos limitados de R™. Prove, exibindo um
contra-exemplo, que nao se conclui o mesmo removendo-se a hipdtese de F' ser fechado.

Prove que duas bolas abertas de R™ sao homeomorfas.

Solucgao: Dados a € R™ e r > 0, consideremos a aplicagao:

f:B(0,1) = Bla,r)
T —rr+a

A aplicagao f é bijetiva e continua. Sua inversa, f~' : B(a,r) — B(0,1), é dada por
fHy) = 1(y — a), donde se vé que f~! é continua, portanto f é um homeomorfismo.
Pela transitividade da relacao de homeomorfismo, conclui-se que duas bolas bertas
quaisquer de R™ sao homeomorfas. Um argumento anélogo prova que vale o mesmo

para duas bolas, ambas, fechadas.



20. Verifique que a aplicagao:

f:B(0,1) - R"

T
r— —
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é um homeomorfismo entre a bola aberta unitaria B(0,1) e R". Conclua que qualquer
bola aberta de R™ é homeomorfa a todo o espago R™.

21. Mostre que o cone C' = {(z,y, 2) € R% 2z = /22 + 2} e R? sdao homeomorfos.



