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Topicos: Topologia, conjuntos abertos, fechados, compactos e conexos, continuidade e home-
omorfismo.

Conceitos fundamentais que caracterizam espacos topologicos:

e Aula 1:

— Bola aberta: B(a,r) =z € R"/ ||z —a|| < r;

Bola fechada: B(a,r) =2 € R"/ ||z —al| <7,

Esfera: B(a,r) =2z € R"/ ||z —a|| = r;

— O ponto a € X C R" é interior ao conjunto X quando 3 r > 0/B(a,r) C X;

O conjunto U C R™ é dito aberto, quando Vp € U,3 r > 0/B(a,r) C U, isto é,
todo ponto p € U é ponto interior, isto é, A = int(A);

— Um conjunto é dito ltmitado quando existe uma bola que o contém, isto ¢, Ja €
R™,r>0/X C B(a,r);

— Uma aplicagao f: A — R™ é dita limitada quando f(A) C R™ é limitado;

— Uma aplicagdo f : R — R™ é aberta quando V aberto A C R", f(A) C R™ &
aberto;

e Aula 2:
— PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS DOS CONJUNTOS ABERTOS:

1. O conjunto vazio () e o espago R™ sao abertos;
2. A INTERSECCAO de uma familia FINITA de abertos é aberta;
3. A UNIAO de uma familia QUALQUER de abertos ¢ aberta.
— ESPACO TOPOLOGICO: E um par (X,7) em que X é um conjunto e 7 é
uma familia de subconjuntos de X, chamados de abertos, que satisfazem as pro-

priedades fundamentais dos conjuntos abertos. Diz-se entao que a familia 7 define
uma topologia em X;



— TOPOLOGIA E CONVERGENCIA:Uma sequéncia em R™ converge para a €
R" <= V V, vizinhanga de a em R", 3 ky e N/ k > ky =z, € V;

— Um subconjunto de R™ cujo complementar é aberto é dito fechado;
— PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS DOS CONJUNTOS FECHADOS:

1. O conjunto vazio () e o espago R" sao fechados;
2. A UNIAO de uma familia FINITA de fechados é fechada;
3. A INTERSECCAO de uma familia QUALQUER de fechados ¢é fechada.

— Aplicagao fechada: leva fechados em fechados

— Aderéncia: um ponto a é aderente a um conjunto X quando existe alguma se-
quencia de pontos de X que converge para a.

— O fecho de X, denotado por X, é o conjunto de pontos que sao aderentes a X.

— Conjuntos fechados caracterizam-se também pelo fato de coincidirem com o seu
fecho, isto é, C' C R™ é fechado <= o limite de toda sequencia convergente de
pontos de C é ponto de C;

— A fronteira ou bordo de X é o conjunto 0X = X NR* — X
e Aula 3:

— Um conjunto fechado C que é também limitado é dito compacto;

— Diz-se que A é um aberto relativo de X quando existe um aberto U de R"™ tal que

A=UNJX;

— Uma cisao ¢ uma decomposi¢cao de um conjunto X em subconjuntos disjuntos
cuja uniao é o proprio conjunto X;

— Um conjunto é dito conexo se a unica cisao que admite é a tivial (X = X U ());

— Dois espagos topologicos (X1, 71) e (Xa,72) sd@o homeomorfos quando existe uma
bijecao ¢ : X; — X, tal que para quaisquer abertos A; € 7, Ay € 7 tem-se que
©(A1) € 9 e o 1(As) € T1. nesse caso, ¢ & dita homeomorfismo.

— Aplicagoes sao ditas continuas quando preservam convergéncia;

— Teorema: Dados X C R"eY C R™, uma bijecao f : X — Y éum homeomorfismo
<= fe f~!sdo continuas.



Exercicios:

1.

Provar que toda bola aberta B(z;r) é um conjunto aberto.

Solugao: Seja y € B(r;x). Queremos provar que existe € > 0 tal que B(y;e) C
B(r;x). Definimos para isto € := r — |y — x| > 0. Logo, dado qualquer ponto
z € B(y;e€), temos que

lz—z|<|z—yl+ly—z[<et+|y—z|=r—|y—z|+|y—2z|=r

Logo z € B(z;r). Isto &, B(y;€) C B(x;r). Concluimos que B(z;r) ¢ aberto.

Provar que Z := {(z,y) € R? : zy < 0} é aberto. Dica: Seja (a,b) no conjunto
Z. Seja € := min{|al, |b|} > 0. Provar que B((a,b);¢) C Z.

Provar que uniao de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

Solugao: Seja {A) : A € A} uma familia de abertos, onde A é um conjunto de
indices (possivelmente infinito, ndo enumeravel). Consideremos a unido:

A:Um.

Seja z € A. Logo z € A, para algum indice A\. Dado que A, é aberto, existe € > 0
tal que B(z;¢) C Ay. Logo B(z;¢) C A. Concluimos que A é aberto.

Provar que a intersecao de uma quantidade finita de abertos é um conjunto aberto.

5. Provar que a intersecao de conjuntos fechados é um conjunto fechado. Sera que

uniao de fechados é também fechado? Se nao for certo, dar um contraexemplo.
O conjunto {1/n :n € N,} C R ¢ aberto? E fechado?

7. Dé exemplos de conjuntos que nao sao nem abertos nem fechados.

10.
11.

12.

Prove que
{(z,y) € R* : y > 0}
é aberto.
Prove que um conjunto em R™ é aberto se, e somente se, é uniao de bolas abertas.
Prove que as bolas fechadas sao conjuntos fechados.

Seja A C R" tal que existe d > 0 tal que ||z — y|| > d para todo par de pontos
x,y € A. Prove que A é fechado em R".

Seja A C R? um conjunto nao vazio contido numa reta de R%. Prove que A nao é
aberto.



13.
14.

15.
16.

17.
18.

19.

20.

21.

Seja A C R™. Prove que R™\int(A) é fechado.
Seja A C B C R", e x ponto de acumulagao de A. Sera que x é também ponto
de acumulacao de B?

Se A C R"™ é aberto, prove que sua fronteira tem interior vazio.

Seja A C R™ com n > 2. Prove que, dado a € R™\ A4, o conjunto AU {a} ¢ aberto
se, e somente se, a € um ponto isolado da fronteira de A.

Prove que se FF C R" é fechado entao sua fronteira tem interior vazio.

Sejam F € R" fechado e f : FF — R™ uma aplicacao continua. Mostre que f leva
subconjuntos limitados de F' em subconjuntos limitados de R™. Prove, exibindo
um contra-exemplo, que nao se conclui o mesmo removendo-se a hipotese de F
ser fechado.

Prove que duas bolas abertas de R™ sao homeomorfas.

Solucao: Dados a € R™ e r > 0, consideremos a aplicagao:

f:B(0,1) = Bla,r)
rT—=>rr+a

A aplicacao f ¢é bijetiva e continua. Sua inversa, f~' : B(a,7) — B(0,1), é
dada por f~(y) = %(y — a), donde se vé que f~! é continua, portanto f ¢ um
homeomorfismo. Pela transitividade da relacao de homeomorfismo, conclui-se
que duas bolas bertas quaisquer de R™ sao homeomorfas. Um argumento analogo
prova que vale o mesmo para duas bolas, ambas, fechadas.

Verifique que a aplicagao:

f:B(0,1) - R"

L,
:L‘ —_—
1= {fl]

¢ um homeomorfismo entre a bola aberta unitaria B(0,1) e R". Conclua que
qualquer bola aberta de R™ é homeomorfa a todo o espago R”.

Mostre que o cone C = {(x,y,2) € R% 2z = /22 + 32} e R? sdo homeomorfos.



