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Lista 1

Exercicio 1 Indique quais das equacoes abaixo sao lineares
(2) y™y" + ()" =ty

(b) v +ty +t*y =13

() ¥y +y' —ty=1°

(d) ¥ +sin(t)y =0

Por defini¢ao, uma equagao linear diferencial é um polindmio linear na fungao desco-
nhecida (no caso y) e nas suas derivadas por conseguinte. Ela tem a forma:

dy %y "y
t =L e 4 a, () =2 +b(t) = 0, 1
ao()y+a1()at+a2()8t2+ +a()8t"+ (1) (1)
em que a;(-),4 = 1,...,n e b(-) sdo fungdes arbitrarias diferenciaveis. Por esse motivo,

observe que a letra (a) e (c) s@o altamente nao lineares devido ao termos de grau maior
que 1 y™ e y*, respectivamente. J4 as letras (b) e (d) sao bem comportadas como descrito
acima ([1f).

Exercicio 2 Exiba duas solucdes do problema de valor inicial ¢/ = y?/ com y(0) = 0.
Mostre que se f : R — R for diferencidvel com derivada continua, entao o problema de
valor inicial ¥ = f(y) com y(0) = yo tem uma tnica solu¢ao na vizinhanga de yj.

A ideia é observar que f(y) = y*/® sdo ¢ diferenciavel na origem. De fato f'(y) = %y

que nao é definido quando y = 0. Desta forma, o teorema da existéncia é garantido, pela
continuidade de f, mas nao nao vale a unicidade das solugoes. Por isso, faz sentido
procurar mais de uma solugao. Para resolver:

~1/3

1. Primeiro observe que se y(t) = 0, para todo ¢, teremos que
y(t) = 0= 0% = y(t)*",
para todo t. Assim a solucao identicamente nula é valida.

2. Usemos a ideia de variaveis separaveis que estudamos em calculo:

Yy Y
em que C' é uma constante. Assim,

3
WAt =t+C = y(t) = (%+K> :

3
mas K = 0, pois y(0) = K3 = 0. Assim y(t) = 7 também ¢é solugao.
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Prova de existéncia e unicidade

Considere o sistema auténomo y’ = f(y) com condigao inicial y(0) =ype f: R - R
diferenciavel com derivada continua. Nesse caso, se provarmos que f é uniformemente
Lipschitz continua em y, vale o teorema de Picard-Lindelof. Seja [yo — €,90 + €] um
intervalo fechado com ¢ > 0. Como a derivada de f é continua, entao pelo Teorema de
Weierstrass, ela assume seu méaximo e minimo em pontos ¥; e y» so intervalo. Seja

M = f/(yl)vm = f/(yz)

os valores maximo e minimo respectivamente e seja K = max(|m/,|M]|). Assim, pelo
Teorema do Valor Médio, sejam x1, x5 dois pontos do intervalo, existe z € (x1, z2) tal que,

[f(@1) = f@2)] = [['(2)|[(21 — 32)| < K21 — 22,
o que mostra a condicao de Lipschitz.
Exercicio 3 Encontre a solugao geral das equagoes abaixo. Depois use um software
para desenhar curvas das solugoes com vérios valores iniciais. Vocé pode usar o Dfield
disponivel em http://math.rice.edu/"dfield/dfpp.html
a) Yy —2y=4—1t.

Considere o fator de integracao: I(t) = elo(-2)ds — =2t Assim, temos que a solugao
geral pode ser expressa por

isto é:

I
aQ
54
| —

1 1
—2e % 4 §te_2t + Ze_Qt + c] ,ceER

7 1
= _Z+§t+062t

Concluo que y(t) = —;ﬁ—%t%—ce%. Se y(0) = yo, temos que yo = —;Z+c = c= yo+;i.
b) ty' +y =3t - cos(2t),t > 0.
Usando a regra do produto para derivagao, podemos reescrever o problema para
ty +y = (ty) = 3t - cos(2t).

Assim, temos que:

ty = /St - cos(2t)dt
= %sin(Qt) - / g sin(2t)dt (3)

3t 3
=5 sin(2t) + 1 cos(2t) +c,ce R


http://math.rice.edu/~dfield/dfpp.html
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(¥pipi — 3/4)
[

I +L+(yo+De 3sin(2t) + Zcos(2t) +
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Figura 1: Usando Matplotlib, observe como diferentes solugoes podem alterar a direcao
das solugoes.

Como ¢ # 0, concluo que y(t) = 2sin(2t) + £ cos(2t) + £, ¢ € R. Se y(7) = yo, temos
que Yo = = + < = c=yom —

Qoo [eo

) y + 2ty = 2e "

Considere o fator de integracao: I(t) = eJo@9)ds — ¢ Como fizemos em a,

y(t) = et /et2(2tet2)dt = /Qtdt =" [t +c] = e’ +1% " ceR (4)
Concluo que a solucio geral é ce™ + t2¢~*. Se y(0) = yo, temos que yo = ¢

Exercicio 4 Mostre que qualquer combinacao afim de solugoes particulares de uma equa-
¢ao diferencial linear F também é solucao de E. (Ou seja, o conjunto das solugdes de
equagao diferencial linear é uma variedade afim).

Seja F uma equagao diferencial linear expressa da seguinte forma:
> ailw)y® + b(x) = 0. (5)
=0

Vou provar a afirmagao por indugao no namero de solugoes particulares n. Sejam 1
e 1o solugoes particulares de . Tome o € R. Vou provar que

ayr + (1 —a)ys = yo + a(ys — o)

também é solucao de . Usando a linearidade da derivada:
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= Z az(x)ozygi) +a;(x)(1 — a)ygl) +b(x)
oY a@l + (1-a) Y ey + o) o

I
Q
(=
£
O
=
+
—
|
2
]
£
O
<
NS
+
=
+
o
PN
|
o
=

I
o)
1 N

NE

R

&

_l’_

=

dado que ambas sao solucoes de . Concluo que ay; + (1 — )y, € solugao para ().

Suponha a hipotese de indugao, isto é, se yy, ..., y, sao solugdes particulares de (5], en-
tao qualquer combinacao afim delas é solu(;éo Considere, entao, a solucao vy, particular
para . Tome oy, ..., 11 € R, tal que E 1 az = 1. Sabemos que

def Z

é solugao para a equagao () pela hipotese de indugao, dado que >

1- an+1

= 1. Por-
tanto, como provamos no caso particular acima, (1 — a,41)y* + @pi1Yns1 € solugdo para

, isto é:

=1 1— Oén+1

n n+1

(1 = g 1)y + ng1¥ns1 = (1 — any1) § :1_—(;1% T Qn1Yni1 = Z QiYi
i=1 n+ i

é solugao da equagao . Provamos entao, por inducao, que qualquer combinagao afim de
solugoes particulares é solugao também, isto é, esse conjunto de solugoes é uma variedade
afim.

Exercicio 5 Considere a equagao 16y” —8y’+ 145y = 0. Descreva a equagao diferencial de
segunda ordem deste exercicio na forma de um sistema de equagoes diferenciais de primeira
ordem. Use um pacote computacional (http://math.rice.edu/~dfield/pplane.html,
por exemplo) para tragar varias solugoes. Encontre a solugdo exata para o problema de

valor inicial com condigoes iniciais y(0) = —2 e ¢/(0) = 1.
Defina a varidvel z = ¢/, tal que 2’ = y” = - (8y’ — 145y). Assim, a equagao pode ser

escrita como o sistema linear:


http://math.rice.edu/~dfield/pplane.html
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Considere a forma matricial do sistema:

A {1{2 —145/16]

O polinémio caracteristico dessa matriz é

1 145
M- A+ —=0.
2 16
Assim, os autovalores de A sao }L + 3i e os autovetores correspondentes sao (1/4+3i,1) e
(1/4 — 3i,1) Como os autovalores sdo valores complexos, a solu¢ao ¢ uma combinagao de
senos e cossenos. Considere a seguinte decomposicao da matriz de A:

<[00 el

Desta mentira podemos calcular a exponencial dessa matriz:

z(t)| (3 1/4| 14 |cos(3t) —sin(3t) 1 —1/4] |xo
[y(t)} N [O 1 } ¢ {sin(St) cos(3t) } 1/3 [0 3 } [ygl
_ [3cos(3t) + 1/4sin(3t) —3sin(3t) +1/4 cos(3t)] {xo /3—1 /12y0}

I sin(3t) cos(3t) Yo )

_ (20 — yo/4 + yo/4) cos(3t) + (x0/12 — yo/48 — 3yo) Sin(St)}
I (x0/3 — yo/12) sin(3t) + yo cos(3t)
_la [0 cos(3t) + (z0/12 — 145y,/48) sin(St)}
(x0/3 — yo/12) sin(3t) + yo cos(3t)

Agora vamos calcular para o caso em que y(0) = —2 ex(0) = ¢/(0) = 1. Assim:

[x(t)] _a [008(375) + (1/12 + 145/24) sin(?)t)] Y |:COS(3T,) +49/8 sin(St)]
(1/3 4 1/6)sin(3t) — 2 cos(3t) 1/2sin(3t) — 2 cos(3t)

Como estamos apenas preocupados com y, temos que:

y(t) = eV B in(3t) — 2cos(3t)} |
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Solugdes para o problema 5

75

00

5.0

Condigaes iniciais
— (1.93-135)
— (275,10
— (1.11.1.69)
— (0.03,295)
— (1.45.0.95)
— (05923

Figura 2: Usando Matplotlib, observe como diferentes solu¢oes podem alterar a direcao

das solugoes.



