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Lista 4

Exercicio 1 Considere o problema

ur(z,t) — kg, (z,t) =0, € (0,L),t>0,
uz(0,t) =u,(L,t) =0, t>0
u(z, 0) = () ve0,7)

que descreve a evolucao do calor em uma haste unidimensional isolada.
(a) Encontre uma solugao para o problema usando o método da separagao de variaveis.
(b) Resolva a equacio do calor para L =7, k = 10 e f(z) = 1 + sin®(z).

(c) Para cada = € (0,7), encontre lim; ., u(x,t) e explique o significado fisico.Encontre
uma solucao para o problema usando o mé

Exercicio 2 Suponha que u é solucao da equagao do calor
ug(z,t) = Au(x,t),z € U CR", ¢t € (0,7T],

sujeita a u(r,0) = g(z), duas vezes continuamente diferenciavel em z e uma vez em t.
Defina Up = U x (0,T), 't =Ur — Uy e, paracada x € R*", t € R e r > 0,

E(z,t;r) = {(y,8) e R"™ | s <t,®(x —y,t —s) > 717"},

em que
1 |2
W6_4L , T € Rn,t > 0.
T

Entao, vale a propriedade do valor médio

1 |z —y?
t) = dyd
u(@,?) 4 //E(;c,t;r) uly:s) (t — 8)2 yas

para cada F(z,t;r) C Ur. Use essa férmula para mostrar o principio do méximo para a
equacao do calor, isto é,

O(x,t) =

max u = max u,
UT 1—‘T

assumindo u continua em Ur.
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Exercicio 3 Considere a equacao Sine-Gordon que advém do estudo de superficies de
curvatura negativa constante:
Uy = Uz — sin(u).

(a) Suponha que a solucao para essa equagao é da forma de uma onda viajante, isto é,
u(z,t) = f(x — ct) para uma velocidade ¢ > 0. Mostre que a funcao f deve satisfazer

(1 =) f"(2) = sin(f(2)),
em que z = x — ct.
(b) Reduza a equagao de segunda ordem acima para uma de primeira ordem.

(c) Encontre uma solugao para a equagao diferencial ordinéria considerando ¢ € (0, 1).
Conclua escrevendo a solugao u(z,t) como uma onda viajante.

(d) Verifique como o formato da onda viajante muda conforme c varia.

Exercicio 4 Seja f uma funcio periédica com periodo 27 e de classe C* por partes. A
tranformada de Fourier de f é a sequéncia complexa F[f] = f = (f(k)) definida por
keZ

FUNR) = §(0) = 5= [ fo)exp(=ika) da

Os nimeros f(k) sao os coeficientes de Fourier de f e a série

Z f ) exp(ikz)

k=—oc0
é a série de Fourier gerada por f.

(a) Mostre que a série de Fourier converge pontualmente para f(z) em todo ponto x que
f é continua. Para isso siga os seguintes passos:

(i) Defina uma fungao g periddica de perfodo 27 de forma que g(x) = f(x)/(e® —1)
em x € [—7m,7]/{0} e g(0) = —if'(0T). Mostre que limjy_ (k) = 0 usando o
lema de Riemann-Lebesgue.

(ii) Assuma que f é continua em zero com f(0) = 0 e mostre que a série de Fourier
gerada por f converge para 0 usando a relagao entre f e g.

(iii) Para cada zp em que f é continua, transforme a funcao f geral no caso men-
cionado acima e use o fato demonstrado para mostrar que a série de Fourier
converge pontualmente para f(x).

(b) Declare e prove as seguintes propriedades da Transformada de Fourier:

(i) Linearidade: Flaf + bg] em que a e b sdo constantes e f e g sdo fungoes.
(ii) Escala: Flaf] em que a é constante e f é fungao.
(iii) Translagdo: Flg] em que g(z) = f(x — a) para uma constante a e funcao f.
)

(iv) Derivada: F[f’], em que f é uma fungao.
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(v) Convolucao: F[f % g|, em que f e g sdo fungoes. e * indica a operagdo de
convolugao.

(vi) Teorema de Parseval: relagao entre norma da transforma de Fourier e da norma
da funcao.

(c) Considere a equagao de Fokker-Planck em uma dimensao:

u(z,t) = % (Duy(z,t) — f(z)u(z,t)) ,x € [-7, 7], t > 0.

em que u(z,t) denota a funcao de densidade de probabilidade de uma particula na
posicao = e tempo t, D > 0 é o coeficiente de difusao, que assumimos ser constante,
e f(z) ¢ a derivada da funcao potencial U(x) e é o coeficiente drift. Assumimos para
esse exercicio que U(z) = kx?/2. Fixamos as condigoes de fronteira:

u(—m,t) =
Uy (—, t)

1
u(z,0) < exp {—ﬁxz} ,
o

em que 0 < o << 1. Mostre como usar a transformada de Fourier para simplificar
esta EDP e resolva-a no espaco de Fourier.

(7T7 t)’t Z 07

U
ug(m, t),t >0,



