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Lista 5

Exercicio 1 Considere o problema de Dirichlet

Au<x>y> = 07 (x,y) € Bl(o)
u(x,y) =423, (z,y) € 0B1(0),

em que B;(0) é o disco aberto de raio 1 centrado na origem.

(a) Encontre a solugao u(x,y). Dica: escreva o problema em coordenadas polares, resolva-
o e depois volte para as coordenadas originais.

(b) Encontre o valor maximo de u(z,y) no disco fechado de raio 1.

Exercicio 2 Seja u a solucao dada pela formula de Poisson para o problema

Au(z) =0, xe€RZ,
u(x) = g(z), x € IRL,

em que g é uma funcao limitada tal que g(z) = ||z|| quando ||z| <1 e x € ORZ,. Mostre
que Vu(z) nao é limitada préximo de z = 0. Para isso, estime

u(Ae,) — u(0)
)\ )
em que e, ¢ o vetor da base canonica na dire¢ao n. Dica: usar os resultados intermedidrios
do teorema 14 do capitulo 2 do Fvans.

Exercicio 3 (Extra) As equagoes de Navier-Stokes sao as leis do movimento de Newton
para modelar o movimento de um fluido viscoso. Elas podem ser descritas em duas ou
trés dimensoes. O vetor velocidade do fluido u(x,t) = (ui(x,t),...,u,(x,t)) e a pressao
escalar p(x,t) € R sdo os valores desconhecidos. Considerando a incompressibilidade do
fluido, as equacgoes sao

Ou "

g —vAu+ (u-V)u+ Vp == (z,t) € R" x (0,00),

V-u=0,(z,t) € R" x (0, 00),
u(0,z) = up(z),z € R",
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em que v ¢ a viscosidade cinemdtica em m?/s e f é a forga externa. O termo (u-V)u
representa a advecgao do fluido. Se v = 0, o fluido é nao viscoso e as equacoes se tornam
as equagoes de FEuler. Uma solugao ¢ dita fisicamente razodvel se p,u € C®(R™ x Rx¢) e

t— |u(z,t)|? d
Rn
¢ uma funcao limitada, isto é, a energia cinética do fluido deve ser limitada por uma
constante.

Considere n = 3, v > 0, f = 0 e up uma funcao fisicamente razoavel tal que V -ug = 0
em todo espaco. Prove ou dé um contra-exemplo para o seguinte fato: existem solugoes
fisicamente razodveis p e u em R? x R>, que satisfazem as equagoes de Navier-
Stokes com condigao inicial u.



