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Lista 1

Exercicio 1 Considere o sistema
u, = (34 )2’y + v,
u, = 2° + 1z, (1)
u(0,0) = 0.

(a) Mostre que, se € = 0, o sistema admite uma tnica solugao u de classe C?.

(b) Prove que para € # 0, o sistema nao admite solugao de classe C*.

Solucgao 1. Considere inicialmente que € = 0. Integrando a primeira questao com respeito
a x, temos que

u(z,y) = 2%y +xy + f(y),
para uma funcao f de classe C?. Portanto,
uy =2’ +r+fly) =2+ = f(y)=0
e, entdo f(y) = c¢. Com isso,
u(z,y) = 2’y + zy,
pois facilmente vemos que ¢ = 0. E claro que essa é a unica solucao para o sistema.
Agora, se € # 0, veja que
Upy = (34 €)2° + 1 # uy, = 32° + 1.

Pelo Teorema de Schwartz, temos um absurdo e, portanto, tal funcao u nao pode existir.
Concluimos que com uma pequena modificacdo nas equagoes, saimos de um problema
com solugao para outro sem.

Exercicio 2 Considere a EDP
aug + bu, =0 (2)

e suponha que toda solucao de satisfaca u(1,2) = u(3,6). Calcule o valor de b/a
supondo que a # 0.
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Solucao 2. Reescreva a EDP como
Vu-(a,b) =0,
isto é, a derivada direcional de u na dire¢do (a,b) é 0. Com isso, todas as solugoes sao

constantes ao longo das retas definidas pela dire¢ao (a,b) que podem ser escritas como

b
y(x) = —x+c,c€R.
a

Visto que u(1,2) = u(3,6) para todas solugoes, os pontos (1,2) e (3,6) estdo na mesma
reta com dire¢ao (a,b). Logo

a a a

Exercicio 3 Seja a funcao u a densidade de uma quantidade em equilibrio em um
conjunto aberto U. Suponha que o fluxo da densidade F' satisfaz a seguinte relacao:

F' = —aVu, para a > 0,

visto que o fluxo vem de regides mais concentradas para menos concentradas. Usando o
fato de que para toda subregiao V' C U, o fluxo liquido através de OV é zero, derive a
equacao de Laplace

Au = 0.

Solucao 3. A hipdtese de equilibrio garante que

/ F.ndS =0,
v

em que 7 € o vetor normal unitario que aponta para fora. Pelo Teorema do divergente,

O:/ F-ﬁdS:/dideV
v 1%

para toda regiao V. Pelo Lema 1.1 provado, que pode ser estendido para n dimensoes,

0=divF = —adiv(Vu) = —aAu = Au=0.

Exercicio 4 Considere a equacao do calor com condicao inicial:

ug(z,t) — Au(x,t) =0, (z,t) € R" x (0,00)
u(z,0) = g(x), r € R™.

em que g é uma funcdo continua em R" e g € L>°(R™). A ideia deste exercicio é prover
uma solucao suave para a equacao em R" x (0,00). Para isso, defina as fungoes
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e t) = [ ola = y.)g(0) dy.
Mostre que u € C*°(R" x (0,00)) e que satisfaz a equagao do calor
ug = Au, Vo € R" )t > 0.
Ademais, demonstre que

lim  wu(x,t) = g(a),Va € R".

(z,t)—(a,0t)

Solugao 4. Inicialmente, vamos verificar que u € C®(R" x (0,00)). Como ¢ ¢é uma
composicao de fungoes suaves, ela é infinitamente diferencidvel em R x (0, +o00). Con-
siderando t € [0, 00) para 6 > 0, as derivadas de ¢ sdo uniformemente limitadas, isto é,
existe uma fungao integravel que limita suas derivadas. Em particular, isso implica que
podemos usar o Teorema da Convergéncia dominada para trocar a derivada pela integral
e, portanto, vale que u € C*°(R" x (0, c0)).

Veja que

ur(,1) — A, 1) = / lorle —9,t) — Aplz — 3, 0)]g(y) dy.

n

Sé que
LI PR 2
pi(z —y,t) — Ap(z —y,t) = W@ 4—t2(||x—y|| — 2nt)
S G el ] W
(4mt)™/* \ 2t 4¢2
=0,
como podemos facilmente observar usando o resultado de que Au(z) = T'T_Hlv’ (lz]]) +

V"(||z]|) se u(x) = v(||z||) dado jaqui, por exemplo. Isso mostra que u; —Au = 0 para todo
(x,t) € R™ x (0,00). Por fim, falta demonstrar que a solugdo tende a condigao inicial
quando t — 0, o que leva a sua continuidade se definirmos u(x,0) = g(x).

Tome a € R™ e fixe € > 0. Pela continuidade de g, escolha § de forma que

ly —al <d = |g(y) — g(a)| < €/2.

_ / oz —y.8)|g(y) — gla)| + / o — y.8)lg(y) — gla)| dy,
R"—B(a,8)

B(a,d)


https://web.stanford.edu/class/math220b/handouts/laplace.pdf
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em que a segunda igualdade se deve ao fato de que
]Rn
pois é a densidade da distribuicao normal centrada em z. Note que

€

/ o(x —y,t)|g(y) —g(a)| dy < 5 / oz —y,t) <
B(a,9) B(a,d)

[NRNe

Por outro lado, vamos mostrar que a primeira integral também ¢é limitada usando o fato
que se tomarmos xz suficientemente perto de a, isto é, ||x —al| < /2 e ||y —al| > §, temos
que

ly—all < ly=zl[+llz—al < lly=2ll+6/2 < [ly—zl+ly—all/2 = lly—z| = lly—al/2.

Consequentemente,

/ o(r —y,t)|g(y) —g(a)] < 2HgHLoo/ oz —y,t)dy
n—DB(a,d) R"—B(a,d)

_ 2flgllee / e~ le=vl?/at g
(47t)""* Jrr—B(a)

< 2(|g[l = / o~ lly—all?/16t dy

T (4mt)™? Jrr—B(as)

2 gl 1o
_ Hquf/z / e I8 g o /2.
(47) R"—B(0,6/V/7)

tomado t suficientemente pequeno, visto que B(0,§/v/t) — R"™. Note que a tltima
igualdade vem da traformacdo z = (y — a)/+/t cujo jacobiana é v/tI,. Isso mostra que
|u(z,t) — g(a)| < e tomando ¢ suficientemente pequeno e z suficientemente préximo de a.




