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Lista 2

Exercicio 1 (Capitulo 3.2 — Evans) Considere a equacao diferencial parcial (EDP)
F(Du(x),u(z),z) =0,

para ¢ € U e U C R" é um conjunto aberto, e a condigao de fronteira u(z) = g(x) para
x €', em que I' C OU. Generalize o método das caracteristicas coberto no capitulo 2
do livro para n dimensoes, isto ¢, descreva curvas v : I — U em que, ao longo delas, a
solucdo z(s) := u(7y(s)) tenha uma estrutura mais simples e, portanto, reduzindo a EDP
em um sistema de EDOs.

Solucgao 1. Ver pagina 97 a 98 do capitulo 3.2 do livro do Evans.

Exercicio 2 Seja p € R. Considere a EDP
wug (2, y) + yuy(z,y) = Au(z,y), (v,y) € R
(a) Encontre as curvas caracteristicas para esta equagao.

(b) Considere que A = 4 e u(x,y) = 1 para todo (z,y) tal que x*> + y?> = 1, e encontre
uma solucao explicita.

(c) Considere que A = 2 e u(z,0) = z? para todo x > 0. Encontre duas solugoes com
essa condicao. Esse resultado contradiz o teorema de existéncia e unicidade?

Solugao 2. Reescrevo a equagao na curva caracteristica projetada s — (x(s), y(s)).

2(s)p(s) +y(s)q(s) = Az(s).

(a) Com isso, as curvas caracteristicas sao

i(s) = x(s)

y(s) =y(s)

(s) = x(s)p(s) + y(s)q(s) = Az(s)
p(s) = (A = 1)p(s)

q(s) = (A= 1)g(s)

Resolvendo as primeiras duas equacoes, a familia de curvas caracteristicas projetadas
é z(s) = x(0)e* e y(s) = y(0)e®, isto é, sao retas com velocidade e® na dire¢ao
(2(0),y(0)). Nessas curvas a solugdo é z(s) = z(0)e’s.
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(b) Note que todas as retas passam pelo circulo unitario uma tnica vez. Parametrizamos
o circulo unitério fazendo z,(0) = cos(r) e y.(0) = sin(r). Quando s = 0, a curva
passa exatamente sobre o circulo unitario e, portanto, z,.(0) = 1 para todo r. Com
isso

As

z(s) = €, x,.(s) = cos(r)e’, y,(s) = sin(r)e’,

isto é, 2(s)* +y(s)? = €2 = s = log(z? + y?)/2. Portanto, a solucao é
u(z,y) = 218 — (22 4 %) = 2t 4 202 4yt

(c) Aqui parametrizamos a condicao inicial como z,.(0) = 7, y.(0) = 0 e 2,(0) = r*. Note
que ela s6 d4 informagao sobre uma reta, x,(s) = re®, y,(s) = 0 e z,.(s) = r?¢**. Uma

solugao é, portanto,
2

u(x,y) = a°.
Outra solucao que podemos pensar é

u(z,y) = (x+y)°.

que respeita as equacoes caracteristicas e condigoes iniciais. Note que a equagao e a
curva inicial nao satisfazem a condigao de transversalidade para nenhum r, pois
d d

%Z/r(()) = O, Eyr(()) = yr(()) =0 = J|s:0 = 0.

Exercicio 3 Considere a EDP de primeira ordem dada pela equagao

xT

e
- 1_|_€yuy(l‘7y) =0, (I’,y) eR x R-i—

Uz (z,Y)

Descreva as equagoes caracteristicas dessa EDP e encontre a solugao com a condigao inicial
u(x,0) = e*.

Solucao 3. As equacoes caracteristicas dessa EDP sao

#(t) =1

oo()
v =10

0
t)=p— mq(t) =0
Lot

pt) = mqw

G0+ (0)

q(t) = —mqw

A familia de curvas caracteristicas projetadas tem como solugao

dy e’

de 1+ ev

— (14 ¢Y)dy = —e"du,

que integrando tem solucao
y+e!=—-e"+0C,
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em que C' >y + e¥ é uma constante. Com isso, as curvas sao do tipo
x =log(C —y—¢éY).

Nessas curvas, as solugoes sao constantes.
Suponha que parametrizamos a curva inicial por (r,0). Portanto, quando y = 0, temos
que r = log(C' —1) = C =e" + 1. Nessa curva, z,(0) = €?". Com isso,

u(z,y) = 2,(0) = (e +e¥ +y — 1)°.

Exercicio 4 Mostre que as unicas funcoes de classe C' que satisfazem a equacao de
Burgers
w +uu, =0, (z,t) e Rx R,

sdo monotonicas nao-decrescentes em z para cada t > 0. Conclua que se u(z,0) = ug(x)
e uy(Z) < 0 para algum Z, a equagao e Burgers nao pode ter solucao classica para todo
t>0.

Solugao 4. Suponha que exista uma solucao u de classe C! que satisfaca a equacao de
Burgers. Nesse caso, seja z(s) = u(z(s),t(s)). Note que

%z(s) = w(z, t)ts(s) + uz(x, t)z5(s) = 0,Vs > 0,

quando fazemos t5(s) = 1 e z4(s) = u(x(s),t(s)). Portanto, as curvas caracteristicas

projetadas sao
dx
%(t) = U(I‘(t),t),a?(to) = X0,

para (z, ty) fixado com ¢y > 0, que tem solugao unica dada por

z(t) = xg —i—/t u(z(s),s)ds

*

Ao longo dessa curva a solugao u é constante. Portanto, z(t) = xo + (t — t*)u(zg, t*).
Suponha que exista t* > 0 e a < b tal que u(a,t*) > u(b,t*). Assim, na reta

z(t) =a+ (t —t")u(a,t”)
a solugao é u(a,t*) e na reta
p(t) = b+ (t —t")u(b, t")
a solugao é u(b,t*). Veja que
a+t'u(b,t*) <b+t'u(a,t*) = a—t'u(a,t”) < b—t"u(b,t*).

Com isso, para t = 0, tem-se x, < z3. Entretanto, como u(a,t*) > wu(b,t*), para T
suficientemente grande, x,(7) = x,(T'), o que implica que as retas se encontram. Isso
mostra que u nao pode ser de classe C'! e ser monotonicamente nao-decrescente em x
para todo t > 0.
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Exercicio 5 Assuma que F'(0) = 0 e que u é solugao fraca continua da lei de conservagao

) = zr € R,

em que u tem suporte compacto em R x [0, 7] para cada T > 0. Prove que

/Ru(x,t) dx:/Rg(x) dz,

{ut +[F(u)],=0 inRx (0,00)
u(r,0) = g(x),

para t > 0.

Solucao 5. Por solucio fraca nos referimos a u € L>*(R x (0, 00)) tal que

o0

/0 h / T, o t) + Flule, ))oa(o, t) do di + / o(&)0(. 1) dtlpms = 0

—0o0

para toda funcao teste v que seja suave com suporte compacto. Fixe 7 > 0 e defina
h-(z) = u(z, 7). Observe que u também ¢é uma solugao integral para o problema

{ut + [F(u)],=0 in R x (7,00)
u(z,7) = h,(x), z€R,

isto é,

o0

/OO /_00 u(z, t)v(x,t) + Fu(x, t))v,(x, t) de dt + / h-(z)v(z,t)dz|i=r = 0.

—00

/ / uvt+F(u)vzdxdt+/ gvdm|t:0—/ h.vdx|i—, = 0. (1)
0 —o0 —00 —0

Seja U, x [0, 7] o suporte compacto de u. Quando = ¢ U, temos que u = 0 e, portanto,
F(u(z,t)) = F(0) = 0 para todo ¢t € [0,7]. Isso mostra que F' tem suporte compacto
como fungao de z. Defina a fungao de teste v(z,t) = 1 quando = € V; x [0,7] em que
V; D U, Usupp(g) é um conjunto aberto e v seja uma fungao suave com suporte compacto
(bump function). Com isso, v; = v, = 0 sempre que u # 0. Portanto, a equac¢ao em
se reduz a

/00 g(x)dx = /_00 g(x)v(x,0)dx = /00 u(z, T)v(z, 7)dr = /OO u(x, 7)dx.

—00 o0 —00 —0o0

Portanto

Exercicio 6 Considere a equacao de segunda ordem

1
—(uy —uy) =0.

TlUgy — Ylyy + 5

(a) Encontre o dominio em que esta equagao ¢ eliptica e o dominio em que é hiperbdlica.

(b) Para cada um desses dominios, encontre a transformacao canonica correspondente.
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Solugao 6. Temos para esse exemplo que a(z,y) = z, b(x,y) =0 e c(z,y) = —y. Além
disso, d(z,y) = 1/2, e(z,y) = —1/2 e f = g = 0. O discriminante é

(a)

(b)

o(z,y) = zy.

Quando zy > 0, isto é x,y > 0 ou x,y < 0, a equacao ¢ hiperbdlica. Quando zy < 0,
isto é, x >0,y <0ouz <0,y >0, aequacgao e eliptica. Por fim, se x =0 ou y = 0,
a equacao é parabdlica.

Primeiro facamos o caso hiperbélico, isto é, quando zy > 0. As equagbes carac-

teristicas sao
dy £\/ry
dx x
Para resolver essas equacoes, fazemos

dy dx
—+ . = 2 =427+ C — itz =C
vioVE R v
Considere as novas coordenadas (£,v) = (/¥ + VZ,/¥ — v/x). Vamos checar a
equagao nessas coordenadas com w(&,v) = u(x,t).

1 1
Uy = 2\/51(1&—2\/5101,
1 1
Uy = 2\/§w§ + 2\/yw
1 1 1 1 1 1
Upyr = —ml% + Ew& — Ewg,j + le, — Ewyg + Ew
1 1 1 1 1 1
Uy = T e + 1" + 1y T gt + 1y + 1y

que ao substituir na equacao inicial fica

1 fwe —w,
Wegy + = ——=— ] =0.
Yo\ Vr
Para o caso eliptico, quando zy < 0, como a, b, c sao fungoes analiticas por serem
infinitamente diferenciaveis, as curvas caracteristicas complexas sao solugao de

dy _ vy

dx x

que tem solucao, como antes, /y = /= = C. Nesse caso, quando y < 0, as varidveis

canénicas sao (§,v) = (vz,+/—y). J& quando z < 0, (§{,v) = (\/¥, \/—_x) Suponha

x < 0 para verificar a equagao nessas coordenadas:

1

Uy —mw

1
y mwé
B 1 1

uazx - 4( x)3/2 wl/ 4 vv
1 1

uyy = —ng —+ @w 3
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que ao substituir na equacao inicial fica
Wyy + Wee + 2(—x)71/2wy = 0.

Algo semelhante ocorre quando y < 0.



