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Lista Espacos Métricos

Denotamos Ry = [0, +0), Ry = (0,00), @y =R, NQ e Z, = ZNR,. Seja (X,d)

um espago métrico.

Exercicio 1 Prove os exercicios dados em sala de aula.

Exercicio 2 Dados z,y, 2 € X, prove que

E que se d(x, z) > d(z,y), entdo x # y.

Exercicio 3 Dados n pontos z1,...,x, em X, prove que

d(xla xn) S d(whl?) + -+ d(xn—hxn)'

Exercicio 4 Prove que (X, d) é um espago métrico para os seguintes casos:

(a) X =R"ed(z,y) =+/(x1 —y1)®+ -+ + (¥, — y)? para todo x,y € X.

(b) X = Cla,b] (conjunto das fungdes continuas f : [a,b] — R) e

d(f,g9) = max |f(z) — g(z)]

z€[a,b]
para f,g € X.

(c) X é um conjunto qualquer e

(d) X =y éoespago das sequéncias € = (x1, T, ..., T,,...) de nimeros reais que satisfa-

zem Y % 2, < 400 e a distdncia é dada pela formula d(z, y) = (3,5 (2 — yl-)z)l/Q.

Exercicio 5 Mostre que se d é uma métrica, as fungdes 2d e d/(1 + d) também sao
métricas. Além do mais, d? é uma métrica?
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Exercicio 6 Seja ¢ : Rf — R{$ uma funcio crescente com ¢(0) = 0 e subaditiva, isto
é, para todo t,s € Ry, vale que p(t + s) < p(t) + p(s). Se (M,d) é um espago métrico,
mostre que

d:M x M — R*
(z,y) = d'(z,y) = p(d(z,y))

é uma métrica sobre M.

Exercicio 7 Determine se as seguintes fungdes sao métricas em R, para s,t € R,

(a) @1(t,s) = /|t — s
(b) walt, s) = [t? — 7|

(¢) s(t,s) = |t — 2s]

Exercicio 8 Mostre que um conjunto A C R é aberto se, e somente se, pode ser escrito
como a uniao enumeravel de intervalos abertos disjuntos. Dica: que conjunto é denso nos
reais e enumerdvel?

Exercicio 9 Mostre que em todo espaco métrico, um conjunto finito de pontos é fechado.

Exercicio 10 O conjunto de Cantor é um conjunto na reta descoberto por Henry Smith
em 1874 e introduzido por Georg Cantor em 1883 que apresenta uma série de propri-
edades contra-intuitivas”. Para construi-lo, inicie com o intervalo [0,1]. Reparta-o em
trés segmentos iguais e remova o intervalo aberto do meio (1/3,2/3), restando o con-
junto [0,1/3] U [2/3,1]. Remova o intervalo aberto do meio de cada segmento, restando
[0,1/9]U[2/9,1/3]U[2/3,7/9]U[8/9,1]. Continue esse processo indefinidamente e obtemos
o conjunto C. Mostre que C ¢ fechado.

Exercicio 11 Tome X = C|a,b] e fixe L > 0. Mostre que o conjunto
A={feX||f(x)] <L,V € [a,b]}

é aberto em X com a métrica maximo introduzida no Exercicia 4.

Exercicio 12 Definimos a relagao no espacos dos subconjuntos de um espago métrico
como A < B <= A C B. Note que essa relacao é uma ordem parcial? nos subconjuntos,
mas nao estabelece uma ordem total (verifique!). Prove que A é o menor conjunto fechado
que contém A, isto é, A é fechado que contém A e se F é fechado que contém A, entdo
A C F. Além disso, A é o maior conjunto aberto que esta contido em A, isto é, Aé
aberto contido em A e se O é fechado que esta contido em A, entao AcCo.

1 https://en.wikipedia.org/wiki/Cantor_ set
2 https://en.wikipedia.org/wiki/Partially ordered set


https://en.wikipedia.org/wiki/Cantor_set
https://en.wikipedia.org/wiki/Partially_ordered_set
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Exercicio 13 Dé um exemplo de um espaco métrico e uma familia de conjuntos (Ay,),, oy

tais que
U4 # 4

neN neN

Exercicio 14 Considere X =R e d(z,y) = |z — y|. Mostre que um ponto interior de um
subconjunto A é um ponto limite. O mesmo vale para X = Q7?7

Exercicio 15 Num espaco métrico, defina a nogao de distancia de um ponto a um con-
junto como

d(xz,A) = inf d(z,a).

a€A

Mostre que z € A se, e somente se, d(z, A) = 0.

Exercicio 16 Um ponto x € A¢ é dito ponto exterior de A se existe r > 0 tal que
B, (xz) C A°. Mostre que A° tem a mesma fronteira que A e que seu interior coincide com

o exterior de A, ou seja, (A)° = (AC) Conclua que 04 = AN Ac.

Exercicio 17 Sejam (X,dx) e (), dy) espagos métricos. Mostre que (X x Y,d) com
d((x1,11), (T2,y2)) = dx(x1,22) + dy(y1,92) é um espago métrico. Além disso, mostre
que uma sequéncia {(z,,y,)} converge em X x ) se, e somente se, {x,} e {y,} sdo
convergentes em seus respectivos espagos.

Exercicio 18 Mostre que QQ é denso em R.

Exercicio 19 Seja X = Cla, b] munido da métrica maximo introduzida no Exerciciod e
A o conjunto dos polindémios definidos em [a, b]. Mostre que A é denso em X.

Exercicio 20 Mostre que f : N — N é continua para qualquer fungao f.

Exercicio 21 Mostre que a interseccao de dois conjuntos densos e abertos em X’ é densa
e aberta em X.

Exercicio 22 Todo homeomorfismo é uma isometria?

Exercicio 23 Se x,, — x, mostre que (x,),en é uma sequéncia de Cauchy e que toda
subsequéncia de (z,)nen converge para z.

Exercicio 24 Mostre que se uma sequéncia de Cauchy possui uma subsequéncia conver-
gente, entao ela também converge.

Exercicio 25 Se d(z,11,%,) < ac” para algum ¢ < 1 e a > 0, entao {x,} é Cauchy.

Exercicio 26 Seja (X,d) um espa¢o métrico completo e A um subconjunto fechado de
X. Mostre que o espago métrico (A, d) é completo.
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Exercicio 27 (Teorema da Contragao de Banach) Um mapeamento f : X — X é uma
contragdo se existe a € (0, 1) tal que

d(f(x), fly) <a-d(x,y),Vr,y € X.

Suponha que X é completo. Mostre que toda contracao possui um tnico ponto fixo, isto
é, existe um tnico = € X tal que f(x) = z. Dica: Defina uma sequéncia x,+1 = f(x,)
com x1 € X arbitrdrio.

Exercicio 28 Sejam (X;,d), -, (X,,d,) espagos métricos completos e defina o espago
produto como X := X} X ---x X,,. Sejam x = (x1, -+ ,x,) ey = (Y1, ,yn) de X. Prove
que X é completo quando a ele sdo atribuidas as seguintes métricas

(a“) d(l’,y) = dl(l‘layl) ++ dn(xnayn)a

(b) d(z,y) = maxi<icn di(23, i);
(¢) d(x,y) = (Tiy dilas,y)) .
Exercicio 29 Mostre que o espago X = Cla, b] munido da métrica méximo é completo.

Exercicio 30 Sejam (X,dx) e (),dy) espagos métricos. Uma fungdo f : X — )Y ¢é
uniformemente continua em X’ se para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que dx(x1,z2) < 9
implique que dy (f(z1), f(z2)) < €.

Prove que se (), dy) é completo e f : A — ) é uniformemente continua em A com
A = X, entdo f tem uma tnica extensdo continua g : X — ) e esta extensdo g é
uniformemente continua em X.

Exercicio 31 (Completando os nimeros racionais) Provamos que todo espago métrico
(X,d) tem um completamento (X*, d*) e que, além disso, ele é inico a menos de uma
isometria. Considere o espago métrico (Q,d) com d(z,y) = |z — y|.

(a) Mostre que (Q,d) nao é completo, isto é, mostre uma sequéncia de Cauchy nao
convergente. Sabemos que existe um completamento (Q*, d*). A ideia desse exercicio
é construi-lo e mostrar que ele satisfaz os axiomas que definem os niimeros reais.

(b) Sejam s, = {x,} e s, = {yn} sequéncias de Cauchy definidas em Q. Defina a relacao
R de forma que s, R s, se, e somente se, lim,,_,o, d(z,,, y,) = 0. Mostre que R é uma
relacao de equivaléncia. Denote R por ~.

(c) Defina R como o conjunto quociente Q/ ~, o conjunto das classes de equivaléncia de
Q, e denote seus elementos por x = [z,]. Mostre que soma e produto de elementos
de R estao bem definidos com

T+y= [xn + yn] e Ty = [mnyn]
e que R é um corpo com essas operagoes.

(d) Dizemos que x = [x,] > [0] se existem € € Q4 e N € N, tal que x,, > € para todo
n > N. Defina a relagdo de ordem em R como x >y se x —y > 0 ou = ~ y. Mostre
que ela define uma ordem total sobre R.
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(e) Defina d*(x,y) = lim, o0 |2, — ynl|, em que {z,} e {y,} sdo representantes das suas
respectivas classes de equivaléncia. Mostre que d* estd bem definido e que (R, d*) é
um espago métrico. Para isso, basta mostrar que |z| := [|z,|] estd bem definido e que
é, de fato, o valor absoluto como conhecemos |z| = max{z, —z}.

(f) Note que Q ¢é isométrico ao conjunto Qy = {[a,a,...,] :a € Q} C R e que Qp é denso
em R.

(g) Mostre que o azioma da completude é satisfeito, isto é, que todo conjunto nao vazio
limitado superiormente tem supremo.

(h) Mostre que R é completo.

Exercicio 32 Seja (N, d) espago métrico com d(z,y) = |z —y|. Prove que {z} é conjunto
aberto de N. Prove que esse resultado vale para uma métrica arbitraria ou encontre um
contra-exemplo, isto é, uma métrica d e um ponto z € N de forma que {x} nao seja aberto
considerando essa métrica.

Exercicio 33 Mostre que o teorema da sequéncia dos conjuntos fechados encaixados deixa
de valer se retirarmos a hipotese de que os diametros tendem a zero.

Exercicio 34 Prove que sequéncias de Cauchy sao limitadas. Conclua que sequéncias
ilimitadas nao podem convergir.

Exercicio 35 Sejam (X, d) um espago métrico e A C X. Mostre que d(A) = d(A).

Exercicio 36 Sejam (X,dx) e (V,d,) espacos métricos. Uma fungdo f: X — Y é dita
funcao Lipschitz se existe L > 0 tal que Vz,y € X, vale que

dy (f(x), f(y)) < Ldx(z,y).

Seja f funcao Lipschitz. Mostre que para todo conjunto A C X limitado, sua imagem
f(A) C Y é limitada.

Exercicio 37 Considere o espago [y definido no Exerciciad. Defina Il o conjunto dos
pontos z € ly que satisfazem |x,| < 277! n > 1. Prove que II ¢ totalmente limitado.

Exercicio 38 Mostre que [0,1] N Q é fechado e totalmente limitado em @, mas nao é
compacto.

Exercicio 39 Sejam A e B subconjuntos compactos de um espago métrico (X, d) tais
que AN B = (). Prove que d(A,B) > 0. E se A e B forem subconjuntos fechados, essa
afirmagao ¢é valida? Encontre um contra-exemplo.

Exercicio 40 Em R”, um conjunto A é limitado se, e somente é, é totalmente limitado.
Pode considerar métrica derivada da norma 1, norma 2 ou norma maximo. Futuramente,
vamos verificar que elas sdo equivalentes.
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Exercicio 41 Uma fungao continua f : X — ), com (X,dx) e (),dy) sendo espagos
métricos completos, mapeia conjuntos totalmente limitados de X a conjuntos totalmente
limitados de Y.

Exercicio 42 Seja um mapeamento continuo f : X — R. Mostre que vale a generalizagao
do Teorema de Weierstrass, isto é, dado um compacto K C X, existem pontos xg, yp € K
tais que

fxo) = inf f(z) e f(yo) = sup f(2).

zeA z€A

Exercicio 43 Seja A um subconjunto de um espago métrico (X, d). Prove que o comple-
tamento A* de A é compacto se, e somente se, A é totalmente limitado.

Exercicio 44 Seja (X, d) um espago métrico compacto. Prove que a isometria f : X — X
é funcao bijetiva.

Exercicio 45 Seja S o espaco das sequéncias de nimeros reais. Dados dois pontos = =
(xn)nEN ey = (yn)neN, deﬁna

1 xn_yn
Ay =Y & T =il

neN 2n1+ |xn_yn|

Mostre que (S, d) é espago métrico separavel e completo.

Exercicio 46 (Teorema de Dini) Se K é compacto e (f,) C C(K,R) é uma sequéncia
crescente, convergindo pontualmente para f € C(K,R), entdo f, converge para f em
C(K,R). Dica: Considere a cobertura de K por bolas Bs(z) tal que f —e < f, < f para
n suficientemente grande.

Exercicio 47 Uma familia de fungdes F' C C([a,b]) é uniformemente limitada se existe
M > 0 tal que |f(z)| < M para toda f € F e x € [a,b]. Verifique a seguinte versao do
Teorema de Arzela: F' C C([a,b]) é relativamente compacto em Cfa, b] se, e somente se,
F' é uniformemente limitado e equicontinuo.

Exercicio 48 Seja (X,d) um espago métrico. Se (X, d) ¢é totalmente limitado, entdo
ele é separavel. Em contrapartida, se existe uma quantidade nao enumeravel de bolas
disjuntas, entdo o espaco nao é separavel.

Exercicio 49 Mostre que C|a, b] é separavel (usando fungdes lineares com bicos nos ni-
meros racionais). Também mostre que C(R, ) ndo é separavel.

Exercicio 50 Nesse exercicio, provaremos o Teorema de Cauchy-Peano de existéncia de
solugoes de equacgoes diferenciais ordinarias. Considere a EDO

#(t) = f{t,2(1)), (o) = o

onde f :  — R" é uma fungio continua e Q = [tg,ty + a] x By(wzo), para a,b € R.
Considere a métrica doo(x,y) = max{|z; — y;|} para =,y € R".
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(a) Para constantes ¢, L € R, defina o conjunto
A={v:to,to + ] = R" : ||[v(t) = v(s)|| < L|t — s]|, Vt,s € [to, to + |}

Dados a, b, que escolha de constantes ¢, L nos garante que uma solu¢do da EDO esta
em A e é tal que (¢,7(t)) € Q7

(b) Defina o funcional sobre .4

F =
(7) te [Itlol,%(firc]

v@—%—/f@%m%

to

Prove que F assume um minimo em A.
(c¢) Defina a sequéncias de fungoes
o, se t € [to,to + ¢/n]

t—c/n
330+/ f(s,7m(s))ds, set e (tg+c/n,ty+ |

to

Yu(t) =

Verifique que F(7,) — 0 e conclua que a EDO admite ao menos uma solugio C*.



