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Lista Espacos Normados

Para uma matriz A € R™*", denotamos por A* sua transposta conjugada.
Exercicio 1 Prove os exercicios dados em sala de aula.

Exercicio 2 Seja C?[a,b] o espago das fungoes continuas definidas em [a,b] e defina a
fungao N : C?%[a,b] — Ry de forma que

AMﬂ:=(lbﬂa>ﬁ)U%

Prove que (C?[a,b], N) ¢ um espago normado, mas nao ¢ espago de Banach.

Demonstragio. E facil verificar que C2[a,b] é um espaco vetorial com as operacoes de
soma de fungoes e produto por escalar. Agora, devemos mostrar que N(f) define uma
norma em C?[a,b]. Como f é continua, entao ela ¢ integravel. Além disso, dado que
f2(t) > 0 para todo t € [a,b], temos que a raiz é bem definida, implicando que N(-) é
uma fun¢ao bem definida. Pela defini¢ao de raiz quadrada, N(f) > 0 para toda fungao
f. Suponha que N(f) = 0, entao N(f)2 = 0. Suponha que f é nao nula em um ponto
z € [a,b]. Com isso, pela continuidade, f2(x) > 0 em B,(x) para algum r > 0. Entéo,

Nmz/Wﬁ®ﬁ>&

o que é um absurdo, implicando que f =0 em [a,b]. Tome o € R. Assim,

Nmﬁﬁa/a%%whwWWﬁQ=>Nmn=mwuy

Por fim, tome f, g € C*[a,b]. Entao,

Nu+gf:/Xf+m%wﬁ:Nuf+z/f@mwﬁ+N@ﬁ

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, o termo do meio ¢é limitado por 2N (f)N(g), o que
implica que, tirando a raiz de ambos os lados,

N(f+g) < N(f)+ N(g),

o que estabelece que N(-) define uma norma.
Falta verificar que esse espaco nao define um espago de Banach. Para isso, precisamos
mostrar que nem toda sequéncia de Cauchy é convergente. Para isso, defina

R = (2=2)
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que é infinitamente diferencidvel. Note que

NG fn = [ () — Fusale)? do
LG (-G ) o

= (b—a) /01 v (1 — ) dy

_-a) 1 2, 1
T T Tkl T2k

< (b—a) L~ !
- n+1 2n+k+1

o que implica que para n suficientemente grande, essa norma converge para 0. Com isso,
temos uma sequéncia de Cauchy. Todavia, essa funcao converge pontualmente para a
funcao f(x) =0sex <be f(b) =1, que nao é continua. Logo, o espago nao pode ser de
Banach. O

Exercicio 3 Para cada matriz A € C"*", defina
HAHHS = tI‘(AA*)
Prove que || - |lgs € uma norma e que ela satisfaz, para todo A, B € C"*",

I ABllas < || Allus]| Bllus-

Demonstrag¢ao. Vamos verificar as condi¢oes de norma. Note que

n

[Allns = | D (A4, = DY T AgAs = [ D) A5

=1 =1 j=1 i=1 j=1

Logo, ¢ claro que ||Allus > 0 e que ||A]lus = 0 implica que A = 0. Além do mais, para
a € C,

n n
laAllis =Y > ladyl* = al’l|Alus,

i=1 j=1

que mantém o produto por escalar. Por fim, denote A; para a linha ¢ de A. Assim,

IA+ Bllis = ) 14 + Bill3

i=1

= Z A3 + 20 Aill2]| Bill2 + || Bill3
=1

< N Allfis + 24| D I1Al3 | D IBill3 + 1Bl
=1 =1

2
= || Allfis + 2l Allns|| Bllns + | Bllis = (IlAlGs + [1Bllzs)

2
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o que encerra a demonstracao de que essa é uma norma. Note que aplicamos Cauchy-
Schwarz na passagem da segunda para a terceira linha. Por fim, vamos provar que essa é
uma norma matricial. Denote b; para a coluna j da matriz B. Assim,

IABlEs =Y > [{Ai b))

i=1 j=1

<SS AN I3

i=1 j=1
=Y A3 16115 = 1 Allus | Bllns-
i=1 j=1
]

Exercicio 4 Defina o espago [°° como o espago das sequéncias de niimeros reais limitadas,
isto &, £ = (2p),cy € 1™ <= SUP,ey |Tn| < +00.

(a) Prove que (I, || - ||o), com [|Z||c = SUp,ey |2n| para z € [*°, ¢ um espago normado
completo.

(b) Prove que esse espago nao é separavel, isto é, ele ndo contém um subconjunto enume-
ravel denso.

(c) Seja ¢ o espaco de todas as sequéncias convergentes. Prove que ¢ C [* e que ¢ é
fechado. Conclua que (¢, || - [|) € um espago normado completo.

Demonstragao. Seguem:

(a) As condigbes de norma sao trivialmente satisfeitas usando a sub-linearidade do su-
premo. A completude desse espaco vem do fato de que o espaco métrico induzido é
completo. Para demonstrar isso, basta observar que para uma sequéncia de Cauchy de
sequéncias, cada indice define uma sequéncia de Cauchy nos reais, logo convergente.
A convergéncia em [* vem do fato de que estamos sempre tomando o supremo das
distancias dos indices.

(b) Note que {0,1}" C [°° & nio enumerdavel e para cada z € {0,1}", temos que Bija(x)N
{0,1}" = 2. Com isso, temos uma quantidade nao enumeravel de bolas disjuntas
contidas em [*°. Se houvesse um subconjunto denso, esperariamos ter infinitos pontos
dentro de cada uma dessas bolas, o que nao é possivel se o conjunto for enumeravel.

(¢) E um exercicio de anélise real ver que ¢ C [*. Agora, considere uma sequéncia
m : * *
{2™},,en € € que seja convergente para r*. Queremos mostrar que z* € c. Note que
para todo € > 0, para m suficientemente grande, temos que ||z™ — z*|| < €, 0 que
implica que |z]! — 27 | < €. Defina 2** = lim 2]'. Esse valor ¢ bem definido, pois {z}}
¢ Cauchy nos reais e, portanto, convergente, dada a seguinte desigualdade:

= a| < o — 2|+ [af — 2| = |2f" — 2] < o — 2+ [Ja" — 2™ + [of" — a7

e {z™} & Cauchy, pois ¢ convergente. Com isso, ¢ facil ver que limz¥, = z**.
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]

Exercicio 5 Seja I C R um intervalo nao vazio. Seja L(I) o espago das fungoes de
Lipschitz definidas em I e defina

Prove que a fungao k é bem definida.

(a) Tome a € [ e defina a funcao

No(f) = |f(a)l + k(f).
Prove que N, é uma norma em L(I) e que para a,b € I, N, e N, sdo equivalentes.
(b) Mostre que L£(I) é completo sob essa norma.
(c) Mostre que o subespago das contragoes, k(f) < 1, é um conjunto aberto de L£([).

(d) Para I compacto, mostre que o conjunto das fungdes continuamente diferenciaveis
definidas em I é um subespago fechado de L£(I) e que k(f) = ||f'|lcc para f nesse
subespaco.

Demonstragao. Segue:

(a) E claro que k(-) esta bem definido, pois f é Lipschitz. Vamos verificar as condigdes
que definem N,(-) como norma:

(i) Nu(f) > 0 trivialmente. Suponha que N,(f) = 0. Como k(f) > 0e |f(a)| > 0,
temos que k(f) = 0, que implica que f(x) = f(y) para todo x,y. Além disso,
f(a) =0, que implica que f é identicamente nula.

(ii) Paraa € R, Ny(af) = |a||f(a)|+Ek(af) = |a|N.(f), visto que supremo preserva
produto por constante.

(iii) Para f,g € L£(I), vale que
|(f(2) = f(y) + (9(=) = 9(»))]

|z —yl

No(f+9g) = |(f+g)(a)|+sip < No(f) + Na(g),

dada a sub-linearidade do supremo.

Queremos mostrar que N, e N}, sao equivalentes. Suponha, sem perda de generalidade,
que b > a e defina ¢ =b—a+ 1. Assim,

k(f)(c—=1) =k(f)[b—al = |f(b) = f(a)| = [fO)| = [f(a)| = | f(b)] — ¢l f(a)l,
o que implica que c¢N,(f) > Ny(f). No mesmo sentido,

k(f)(c—1) =k(f)la—=b] = [f(a) = f(b)| = |f(a)] = [f(O)] = | f(a)] — c[f(D)],
que implica que e¢Ny(f) > N,(f), isto é,

¢TINL(f) < No(f) < eNu(f),Vf € L(I).

Isso mostra que as normas sao equivalentes.
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(b)

Tomo qualquer ponto a € I, dado que as normas sao equivalentes. Seja {f,} C
L(I) sequéncia de Cauchy. Dado € > 0, existe m,n suficientemente grandes tal que

|fula) = fn(a)| < e e k(fn — fm) < €. Como k(f,) — k(fm) < k(fn — fm) pela sub-
linearidade do supremo, temos que {f,(a)}, oy € {k(fn)}, ey s80 sequéncias de Cauchy
e, portanto, convergentes. Ademais vale que para todo = # a,

|(fm(x) = fn(a)) = (fulx) = fu(a))]

|z —af

{h@%a%@q
r—a neN

é sequéncia Cauchy para todo = # a e, entao {f,(z)} é Cauchy, logo convergente,
para todo x € I. Defina f(x) = lim f,,(z) para z € I e k* = lim k(f,).

<€,

o que implica que

Observe que para todo x # v,

@) = SO _ o Ul =B s

|z — | n—oo |1 —y

e, entdo, f é Lipschitz. Falta mostrar que f,, — f sob N,(-), isto é, que k(f,— f) — 0.
Para dado € > 0, seja N tal que n,m > N implica k(f, — fn) < €/3. Além disso,
para cada xz,y € I, existe n(z,y) > N tal que |fumy(z) — f(2)] < €|z —y|/3 e
| fr@a (W) — f(y)| < elz—yl|/3. Portanto,

[fu(2) = f(2) = foly) + FW)] _ |(Fa(@) = faea) (@) = (Fa(y) = faiew (9)]
|z —y - |z — y|
+Lhmm@)—f®ﬂ+ﬁf@%—h@mwﬂ
|z —yl |z —y
< k(fr — fatay) +2€¢/3 <e.

Como € nao depende de x,y, vale que k(f, — f) <e.

Seja {fn} € L(I) convergente para f com k(f,) > 1. Note que

k(fo = f) 2 [E(fa) = k()] =0,

que implica que k(f,) — k(f). Com isso isso, k(f) > 1 e, portanto o complementar
do espaco das contragoes é fechado, o que encerra a demonstracao.

Para cada funcao continuamente diferenciavel em I, pelo Teorema do Valor Médio,
para cada z,y € I, existe ¢ € [z, y] tal que

() = F)l = [ ()llz = yl.

Como f" é fungao continua, defina M; = max.cs|f'(c)| = ||f' ||, que estd bem
definido pelo Teorema de Weierstrass. Assim, f € L(I), pois | f(z)—f(y)| < M¢|lz—y|.
Como soma de fungoes diferenciaveis é diferenciavel e produto por escalar também,
elas definem um subespaco de L£(I). Seja ¢* o ponto tal que My = |f'(¢*)|. Temos

que
lim |f(C _'_h})L — f(C )‘ _ f/(C*),

h—0




AF: Lista Espagos Normados Prof. Maria e Mon. Lucas

o que mostra que k(f) > My e, entdo, k(f) = M. Falta provar que esse subespago
é fechado. Seja {f,} sequéncia convergente para f € L(I). Tome z € I e z,, — z.

Assim,
) = S e

’xn_$|

().

e k(fm) "= k(f). Note que para todo € > 0, existe M € N tal que m > M implica
que para todo n € N,

[fm(@n) = f(2n) = (fm(z) = f(2))]

|0 — |

< €,

isto é,
|f(zn) — f(2)]

|:L‘n—:13|

- (frln,(x) + 671) <€,

para todon € N e J,, arbitrariamente pequeno. Com isso, f é diferenciével e, portanto,
esse subespaco é fechado.

]

Exercicio 6 Mostre que um espago de Banach de dimensao infinita nao pode ter uma
base enumeravel. Dica: Use o Teorema da categoria de Baire.

Demonstracao. Seja X um espaco de Banach de dimensao infinita. Pelo Teorema de Baire,
X nao pode ser escrito como uma uniao enumeravel de conjuntos densos em nenhum lugar,
em que A é denso em lugar algum se A° é denso em X. Suponha que X tenha uma base
enumeravel A, que nao é finita, pois X tem dimensao infinita. Para todo =z € X,

p
T = § Qg
=1

para o; € R, p € Ne z,, € A. Seja (z,,), oy uma enumeragao de A e X,, = [21,...,2,].
Assim, fica claro que

Veja que X,, ¢ um subespaco de dimenséo finita e, portanto, X, é fechado, isto &, X,, = X,,.
Suponha que X° # () e tome x € X2, que implica que existe r > 0 tal que B,(z) C X,,.
E claro que y = x + m™ 12,4, € X,, para todo m € N. Além disso,

2 +m ™ 2 — ]| = m |zl <,

tomando m > ||x,41||/7, fazendo com que y € B,.(z), um absurdo. Isso implica que tal
base nao pode existir. O

Exercicio 7 Seja X um espago normado. Uma condigao suficiente e necessaria para que
X tenha dimensao finita é que todo conjunto fechado e limitado em X seja compacto.

Demonstra¢ao. Suponha que X tenha dimensao finita e seja x1,...,x, uma base. Para
cada a = (ay,...,a,) € R" defina Taw = > 7" oyx;. Vamos mostrar que 7' ¢ um
isomorfismo:
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(i) T é bijetivo pela defini¢ao de base e unicidade dos coeficientes.
(ii) T é linear pela linearidade da soma e do produto por escalar.
(iii) Seja @™ — o em R". Assim,

[Ta™ = To| = |T(a" = a)| =0,
que implica que 1" é continuo.

Com isso, X é isomorfo a R". Defina a norma em R", ||v||r = ||T'(v)]|, que é equivalente
a norma 2, pois todas as normas sao equivalente nesse espaco. Seja A conjunto fechado
e limitado em X. Pela continuidade de T', temos que T!(A) ¢é fechado. Além disso,
para v = T ! (y) € T Y (A), |[v]lr = |T(T*(y)|l = |lyll, que & limitado. Entao T *(A)
¢ fechado e limitado em R", portanto compacto. Como T é continua, T(T'(A)) = A ¢é
compacto, como gostariamos de mostrar.

Seja X um conjunto de dimensao infinita. Tome zy € X tal que ||xg]| = 1 e defina
My = [x4]. Como M, tem dimensao finita, entdo M é fechado, além de ser proprio. Pelo
Teorema de Riesz, existe 1 € X tal que ||z1]] = 1 e ||z — x1]] > 1/2 para todo z € M.
Defina M, = [x¢,x1,...,2,]. Pelo Teorema de Riesz, existe x,.1 tal que ||z,41| = 1
e ||z — zpq1|| > 1/2 para todo v € M,. A sequéncia {x,},.y ¢ fechada por vacuidade
(nenhuma subsequéncia é convergente) e limitada, por defini¢ao e nao é de Cauchy, visto
que ||z; — x;|| > 1/2 para todo i # j. COmo nao ha subsequéncias convergentes, esse
conjunto nao pode ser compacto. ]

Exercicio 8 Dé exemplo de um espaco de dimensao infinita e de duas normas definidas
nele que nao sejam equivalentes.

Solucao. Dado em aula.

Exercicio 9 Seja (V| - ||) um espago normado de dimensao finita. Todo subespago de V'
¢ fechado com respeito a || - ||.

Demonstragao. Corolario 2 [II, p. 125] ]

Exercicio 10 Defina L*>(A) como o espago das fungoes p-mensuraveis limitadasﬂ f:
A — C com a norma supremo || || = sup,cp | f(2)], em que p(E°) =0, isto é, || f|l« € 0
menor numero ¢ tal que |f(z)| < ¢ para p-quase todo x € A.

(a) Mostre que L*>(A) é um espago de Banach.

(b) Seja {fu},en € L°(R) sequéncia de fungdes convergente para f em L>(R). Mostre
que

(i) se {fn},en S80 continuas, entdao f é continua.

Mais precisamente, o espaco das classes de equivaléncia dessas funcoes, em que duas funcdes sdo
equivalentes se elas sao diferentes apenas em um conjunto de medida nula.
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(ii) se {fn},en sd0 integraveis, entao f ¢ integravel em [a, b e

[oef

Solugao. Ver a Proposigao 9.18 de [2].

Exercicio 11 Um subconjunto K de um espago normado X ¢é totalmente limitado se, e
somente se, K ¢ limitado e para todo ¢ > 0, existe um subespaco ¥ C X de dimensao
finita tal que

supd(z,Y) <e.
zeK

Solugao. Proposigao 8.23 [2, p. 136].

Exercicio 12 Seja X um espago normado e p um funcional sublinear em X. Prove
que para todo zp € X, existe um funcional linear F' em X tal que F(xo) = p(xg) e
F(z) <p(z),Vz € X.

Exercicio 13 Seja Y subespago proprio fechado do espago de Banach X e tome z € X/Y.
Mostre que existe um funcional linear limitado ¢ com ||¢] < 1, ¢(Y) = {0} e ¢(xg) =
d(ﬂf(), Y)

Exercicio 14 Se v € X e x € B,(0), existe um hiperplano ¢*a que os separa, isto &,
existe um funcional linear continuo ¢ e o € R, tal que Yy € B,(0) e

[Pyl < a < |zl
Solugdo. Ver [2, Proposi¢ao 11.20]

Exercicio 15 Seja [ um intervalo limitado por a < b. Denote [(I) = b—a, o comprimento
de I. Para cada EF C R, defina

N (B) = inf {izuk) ' ECUS I I = (ak,bk)} .

k=1

Considere a o-algebra A definida pelos conjuntos £ que satisfazem o critério de Carathéo-
dory, isto é, para todo A C R,

N(A) = M(ANE) + M (AN E°).

A medida de Lebesgue é dada por A : X — Ry tal que A(F) = A(E*). Se E ¢ X,
dizemos que E ¢é nao Lebesgue-mensuravel. Com isso, nasce o seguinte problema: para
cada conjunto £ C R limitado, queremos atribuir um valor p(E) que satisfaga:

(i) p([0,1]) = 1.

1Sim, esses conjuntos existem: https://en.wikipedia.org/wiki/Vitali_set
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(ii) Se A e B sao isométricos, entao pu(A) = u(B).

(iii) Sejam Fj,..., F, conjuntos disjuntos. entao

I (U Ez) = ZM(EZ)

Queremos provar que u existe. Restrinja os conjuntos E para aqueles entre [0,1). Obs.:
Se n = 00, € possivel mostrar que j nao existe.

(a) Defina X como o espago de fungoes limitadas periddicas com periodo 1 e, para cada

feX,
p(x) :igf{ sup lZf(t“—Oéi)}.
‘ =1

0<t<1 i

Mostre que p é funcional sublinear em X.
(b) Prove que existe um funcional linear F'em X com F(f) = p(f)e F(z) < p(z),Vzr € X.

(c) Prove que paratodoty € R, F(f(t+to)) = F(f(t)). Dica: Definay(t) = f(t+to)—f(t)
e prove que p(y) <0 e —p(—y) > 0.

(d) Mostre que F(f) > 0 se f é fun¢ao nao negativa.
(e) Mostre que F(i1) = 1, em que #1(t) = 1 para todo t.
(f) Defina

JECE G ER!

em que f = f(1—1t). Mostre que esse operador ¢ linear, satisfaz [ f(t+1to) = [ f(t),
que [i1(t) =1eque [ f(t) > 0se f énao negativa. Além disso mostre que

[ra-o=[rw.vrex
Com isso, [ f(t) é uma integral de Banach.

(g) Seja kg a funcdo caracteristica de F e defina

u(B) = [ helt),

Mostre que p satisfaz as propriedades da medida que gostariamos.

Solugao. Ver [I, Apéndice 9.
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