LISTA 6 Solugdo numérica de EDP

(As questoes sinalizadas com (**) deverdo ser entreques até o 17 de Novembro)

1. Determine uma aproximagao para a solu¢do da EDP seguinte utilizando o método BTCS
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(a) Use At = 0.04, Az = 0.01 e compare os resultados obtidos em ¢t = 0.5, com a solucdo exata u(z,t) =
e~ cos(m(z — 1))
(b) Seja At = 0.06, quais sdo os valores posiveis de Az, tal que o método FTCS néo explode mesmo para

valores muito grandes do tempo t7.

2. (**) Uma drea importante onde equagoes parabdlicas sdo usadas é no estudo da evolugao espago-temporal de
populagoes biolégicas. Populagoes tendem a comportar-se como o calor, no sentido de que elas se espalham
ou propagam desde dreas com altas densidades até dreas com densidades mais baixas. Além de, obvialmente,
crescer e morrer. Para modelar a densidade u(z,t) da popula¢do no tempo ¢ (0 < ¢t < L)e na posi¢do x
(0 <z < L), considere o seguinte modelo dado por uma EDP de reagao-difusao:

Ut = ClUgy +du c,d ER
u(z,0) = sinz(g:c) (0<z <L)

u(0,t) =0, t>0
w(Lt) =0, t>0

O termo difusivo cu,, causa que a populagao se espalhe ao longo da dire¢io z. O termo du (reagdo) contribui
com o crescimento da populagao na razao d. As condigoes de fronteira representam o fato de que a populacao
vive no espago 0 < x < L. Se a populagao sobrevive ou segue em diregao & extingao vai depender dos valores
de ¢c,d e L.

(a) Utilize o método BTCS para elaborar um programa computacional que tenha como entrada: ¢, d, L, T,
At, Az e que a saida seja o gréfico da solugao u(z,t) para (x,t) € [0 L] x [0 T].

(b) Pode-se provar que para a populagio sobreviver tem que ser d > 7T2§. Comprove computacionalmente
esse resultado tedrico. Para isto considere L = 1, ¢ = 1, e confirme computacionalmente que para
d = 9.5 a populagao tende a extingao com o passar do tempo, e que para d = 10 a populagdo aumenta
no transcorrer do tempo.

(c) Os resultados computacionais dependem dos valores At, Az utilizados? Justifique.

(d) Ecologistas que estudam sobrevivéncia de espécies frequentemente estdo interessados em conhecer o
menor valor de L tal que a populagao nao fique extinta. Suponha que sejam conhecidos ¢ = d = 1.
Determine, usando simulagoes no computador, esse valor minimo de L. Compare com o resultado tedrico
do item b.

3. O método Crank-Nicolson para a EDP do calor é dado por:

ck
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Demonstre que esse método é convergente.



4. Determine todos os autovalores e autovetores da matriz tridiagonal A = [a;;] € R™*™ dada por

o j=i—lej=1+1
aij: 1—20 ]:Z
0 caso contrario

5. Seja a matriz tridiagonal A = [a;;] € R™*™ dada por

—0 j=i1—lej=1+1
CLij: 1+20’ j:Z
0 caso contrario

Para quais valores de o, lim A* =07
k—o0

6. Implemente o método numérico CTCS estudado no curso (também conhecido como leapfrog) para determinar
uma aproximacao para a solugao da equacao de onda
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utilizando At = Az = 0.1.

(a) Compare seus resultados em ¢ = 1 com a solugao exata u(z,t) = sin(27z)(sin(27x) + cos(27x))

(b) Teste numéricamente a condi¢do CFL, violando (e ndo) o limite estabelecido por essa condigéo.

7. Considere a equagao de onda

9?u  0%u
5 a3 =0 —10 10, t >0
o2 22 <z <l10, 1>

( 0) =exp(—2?) —10<2<10

(,) ~10<2<10
( 10,¢) = u(10,£) =0 >0

(a) Implemente o método CTCS e utilize este método com Az = 0.04 e At = 0.02 para fazer um grafico da
solugdo em [—10 10] x [0 40]. Comprove que a solugdo tem forma de "catarata" nessa regido.

(b) Comprove que a solugao repete periédicamente esse padrao "catarata" no transcorrer do tempo. Para
isso, facd um grafico da solucdo na regiao [—10 10] x [0 80], e na regido [—10 10] x [0 120], e analise
os resultados.

(¢) Teste numéricamente a condi¢do CFL, violando (e néo) o limite estabelecido por essa condigdo e comprove
que o padrao "catarata" da solucdo ¢ perdido quando a condigao CFL é violada.



