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Lista 1

Solucao 1. Um possivel raciocinio para esse problema é o seguinte. Como a moeda
¢ honesta, temos que a probabilidade de uma jogada ser cara ¢é igual a de ser coroa e
igual a 1/2. Seja p, a probabilidade de que em n lancamentos o nimero de caras seja
impar. Na n + 1-ésima jogada, teremos +1 ou 40 caras, cada um desses eventos com
igual probabilidade. Note que independente do que aconteceu nas tltimas n jogadas (se
foi par ou fmpar), a dltima jogada vai determinar se é par ou impar. Com isso temos que
para todo n, p, = 1/2.

Outro raciocinio ¢ calcular o nimero de jogadas favoraveis sobre as possiveis. Como
sao n jogadas, temos 2" possiveis resultados de sequéncias de caras e coroas. Quantas
dessas tem exatamente 1 cara? n. Quantas tem exatamente 3 caras? escolha 3 elementos
de n, assim C%, entao

n
Casos favoraveis: E cr=2""1

i=1,impar
assim temos que nossa probabilidade ¢ 2"~1 /2" = 1/2.
Solucao 2. Considere os casos:

(a) Nesse caso, considere o espaco amostral como o espago das sequéncias de remogoes
das bolas. A probabilidade de 7 cair na posicao ¢ é igual a de cair na posicao j para
1 < 4,7 < 10, visto que a probabilidade de retirar qualquer nimero é equivalente.
Com isso, temos que a probabilidade do primeiro jogador vencer é 1/2, visto que o
nimero de posi¢oes pares ¢ igual a de fmpares.

(b) Seja o espago amostral os nimeros naturais, que indicam o nimero necessario de
retiradas até se obter o numero 7. Seja A; o evento de que a jogada saiu na i-ésima

jogada. Assim, '
9\ "1
10 10

isto é, nao saiu 7 nas primeiras ¢ — 1 jogadas e saiu na i-ésima. Com isso, estamos

interessados em
o

P(AjUAs U )= > P(A),

i=1,impar

usando que esses eventos sao disjuntos. Assim,
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Solucao 3. Lembrando que o dominé é formado por 28 pecas diferentes contendo todas
as combinacoes de dois numeros entre 0 e 6. Uma maneira de resolver esse problema é
considerar um modelo equiprovével (espago amostral é o conjunto dos pares de pegas) e
contar o numero de casos favoraveis sobre todos os casos. O tamanho do espago amostral
é C28. Os casos favordveis sao aqueles cujas pegas compartilham um nimero. Se uma
das pegas tem os dois nimeros iguais (7 pegas sdo assim), entao existem outras 6 pegas
com esses nimeros. Com isso temos 7 - 6 = 42 possibilidades para esse caso. Note que
nao estamos contando duplicado, pois uma das pecgas tem valores iguais e a outra nao.
Agora, se os valores das duas pecas sao diferentes, temos 21 opcoes. Para cada peca
exitem 5+ 5 = 10 outras pecas que compartilham um nimero e que nao sejam de valores
iguais. Com isso teremos 21 - 10/2 = 105 pegas nessa situacao. Como essas situacgoes sao
disjuntas, temos que
42 4+ 105 147 7

P(duas pegas ao acaso compartilharem um nimero) = B 119 - I8
2 :

Outra maneira de calcular o nimero de casos favoraveis é fixando o nimero que ambos
compartilham (7 nimeros) e depois escolhendo os outros dois nimeros. Para isso, ainda
é conveniente separar nos dois casos que fixamos acima.

Solucao 4. Considere o espaco amostral nesse caso os grupos de pessoas que recebem o
sabor A. Temos C*" maneiras distintas de atribuir n sabores A a 2n pessoas. Com isso,
esse é o tamanho do espaco amostral. Como a distribuicao é o acaso, cada um desses
casos tem probabilidade igual de acontecer. Todas as pessoas vao ser respeitas nos grupos
em que hajam a pessoas que gostam do sabor A e as outras n — a pessoas nao tenham
preferéncia. Fixamos entao as a pessoas nesses grupos que nos favorecem e temos n — a
espagos livres para serem preenchidos pelas pessoas sem preferéncia (2n — a — b). Com

- 2n—(a+b
isso temos CnT_La(a )

2@t oo,

maneiras de fazer essa escolha e, entao, a probabilidade desejada é

Solugao 5.
Lema. P(A) + P(B)— 1< P(AN B) < P(B).
Demonstra¢ao. Como AN B C B, vale que P(AN B) < P(B). Além disso,
1>P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) = P(ANB)>P(A)+ P(B) —1,
o que encerra a demonstracao. 0
Agora suponha que P(A,) — 1 e P(B,) — p quando n — co. Assim
P(A,)+ P(B,)—1—p

pela propriedade da soma de limites. Pelo Teorema do Confronto / Sanduiche e usando
a desigualdade do lema acima, vale que

P(A, N B,) — p quando n — oo.

Solugao 6. Para resolver esse exercicio, vou primeiro usar uma desigualdade conhecida
de probabilidade e depois mostrar que ela é a desigualdade mais justa que conseguimos
ter com a informagao limitada que temos.
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(a)

Vimos no lema acima que P(AN B) < P(B) e também P(AN B) < P(A). Note que
se ANB = B ou AN B = A, a desigualdade se torna uma igualdade e, portanto, nao
conseguimos encontrar uma desigualdade melhor ainda. Portanto

P(ANB) <0,6.

No outro sentido, temos P(A) + P(B) —1=0,3 < P(AN B). Serd que conseguimos
melhorar essa desigualdade? Infelizmente nao, pois, no pior dos casos, se P(AUB) =
1, temos que P(AN B) = 0,3. Como nao temos essa informagao, vale que

0,3< P(ANB) <0,6.

Usando um raciocinio similar, é facil ver que P(AN BN C) < P(A) = 0,6, usando
a propriedade da inclusao e, no pior dos casos, podemos ter AN BNC = A, o que
leva a igualdade. Para a desigualdade inferior, tome dois eventos e considere o menor
valor possivel para a probabilidade de sua intersec¢ao. Assim, P(AN B) > 0,3,
P(ANC) > 0,4e P(BNC) > 0,5. Considerando o caso extremo para cada uma
dessas interseccoes e usando a mesma propriedade, notamos que

P(ANBNC)>0,1,

o que encerra nosso resultado. Outra maneira de obter uma desigualdade inferior é
notando que

P(ANBNC)=1-P(A°UB°UC") >1— P(A°) — P(B°) — P(C°),

sendo essa ultima desigualdade méxima no caso em que os complementares sao dis-
juntos, o que é possivel no nosso caso, dado que as probabilidades dos complementares
nao soma 1.



