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Lista 4

Solucao 1. Considere as questoes:

(a)

Seja N o numero de itens defeituosos entre os 100 retirados. Seja p a proporcao de
itens defeituosos no lote. A distribuicao de N nao é binomial, pois os itens da amostra
nao sao experimentos de Bernoulli independentes com mesma probabilidade. Como
a amostragem é sem reposicao, N ~ HyperGeom(T = 100.000, K = p - N,n = 100)
Entretanto, como o tamanho do lote é muito grande, a proporg¢ao de itens defeituosos
aproxima a probabilidade de um item ser defeituoso e remover uma quantidade pe-
quena de itens defeituosos nao altera a distribuicao no todo. Em termos matematicos,
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Suponha que N ~ Bin(100,p). Se p > 0.06, isto é, o lote ndo deveria passar pela
inspecao, estamos interessados no caso em que N < 2 na amostra observada. Assim,

P(N<2)=P(N=0)+P(N=1)+P(N =2)
= (1—p)"" +100-p(1 — p)*” + 4950 - p*(1 — p)™.
Intuitivamente, quando maior a proporcao de itens defeituosos, maiores as chances
de observarmos um item defeituoso na nossa amostra. Por isso, argumentarmos que

quando p = 0.06, teremos uma cota superior para P(N < 2). Outra forma de ver isso
¢é olhando a derivada dessa funcao:

dP(N < 2)

y = —100(1 — p)* + 100(1 — p)* — 9900p(1 — p)** + 9900p(1 — p)™®
p

— 4950 - 98p%(1 — p)**
= —4950 - 98p*(1 — p)*" < 0,¥p € (0, 1).
Com isso, sabemos que a férmula serd maxima em p = 0.06. Assim,

P(N < 2) < 0.0567.
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(c¢) Usando a distribuigao de Poisson,

P(N<2)=P(N=0)+P(N=1)+P(N =2)
= e Ae™ +A%eN2
< e %1+ 6+ 18) ~ 0.062.

Solucao 2. Para N fixo, a probabilidade de um ponto cair num intervalo de tamanho = é
ps = x/N eparay é p, =y/N. Cada ponto pode, portanto, cair no intervalo de tamanho
x, no de tamanho y, ou no conjunto de tamanho N — x — y. Com isso, temos que
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Além disso, note que
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em que o Teorema Binomial foi utilizado na peniltima igualdade. Portanto,
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o que implica que Y| X = m ~ Bin (N —m, NL—x) Também sabemos, como ja calculamos
para X, que Y ~ Bin (N, %)
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https://en.wikipedia.org/wiki/Binomial_theorem

Prob: Lista 4 Prof. Paulo e Mon. Lucas

Por fim,
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o que confirma que limy_,oo P(Y = n|X =m) = limy_,o. P(Y =n).

Observagao: os resultados também podiam ser observados intuitivamente. Por exemplo,
¢ claro que X tem distribuicao binomaial, pois cada ponto € um experimento de Bernoulli
com probabilidade p, de cair no intervalo correspondente. Um raciocinio similar serve
para a distribuicao de Y|X = m.

Solugao 3. Seja T' ~ Exp(]A).
(a) Vamos provar a falta de memdria,

P(T >t+sT>t —Alt+s)
BT > t+5|T > 1) = 2\ P(TZS}) ):ee_M = e =P(T > 3),

desde que s,t > 0, pois {T' >t + s} C {T > t}.
(b) No primeiro item, estamos interessados em
PT<1l)=1—-e*=1-¢""
No segundo item,

P(Te[1,1+1/3)=P(T>1)—P(T>1+1/3)=e3 —e 333 =¢3(1 —e).

Solucao 4. Seguindo o enunciado, vemos que

(a) X; ~ Poisson(10t), pois modelamos o processo de emissao como Poisson. Nesse caso,

10t)"
P(X, = k) = (106)7 2') e !

(b) Vamos calcular a distribuicao de Y; para ¢t > 0. Para calcular a probabilidade de
k particulas terem sido registradas, temos que analisar que, se foram emitidas n
particulas, qual a probabilidade de k delas atingirem o contador. Cada particula é
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independente e atinge o contador com probabilidade 1/10, portanto, dado que fo-
ram emitidas n particulas, temos uma distribuicao binomial. Portanto, usando a
probabilidade total,

P(Y, =k) = ZIP’(Xt =n) - P(k de n terem atingido|X; = n)
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o que implica que Y; ~ Poisson(t).

Solucgao 5. Defina
P(X <t+At|X >t)
At—0 At

(a) Pensando em probabilidade em proporgao, para cada t, para aqueles equipamentos
que estao funcionando até o tempo ¢, a taxa de filha indica quantos falham em um
adicional de At por unidade de tempo, quando a unidade de tempo é muito pequena.

(b) Usando a defini¢ao de probabilidade condicional,
P(X € [t,t + At]) 1 F(t+ At) — F(t) f(t)

_ _ li _
Atso P(X > O)AL 1— F(1) aiso At 1= F(t)

pois f(t) = F'(t).
(c) Se X ~ Exp(\), h(t) = Ae M /e M = \.

(d) Inicialmente, note que

h{E) = =y g =~ g B(F (0 = 1)
.

)
[ 651 ds = tog(1 = F(0) ~ g1 — F(0)
— F(t) = 1—exp{—/0th(s)ds}.
(e) Se h(t) = at, entito,
F(t)=1—exp {— /Ot as ds} =1—exp{—at?/2} = f(t) = atexp{—at®/2}.

Solugao 6. Ao exercicio:
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(a)

Seja a funcao
F(z,y) = (1 —e ") 1y204>0-

Podemos verificar que F' é nao decrescente e continua a direita em cada componente.
Além disso, podemos verificar que os limites de F' respeitam uma distribuicao de
probabilidade. Seja I} = (x1,y1) e Is = (x2,y2) intervalos da reta nao negativa nao
vazios. Assim, e % > e~ ¥ para i = 1,2. Com isso, vale que

6—931 (6—352 _ 6_y2) > 6_y2 (e—m _ 6—2!2)
= |1 —e T17Y¥2 _ (1 _ e*fm*xz) >1—e Y172 _ (1 _ €*y1*$2>
= 0> F(y1,y2) — F(y1,v2) — (F(21,92) — F(21,22)),

o que viola a propriedade F4.

Note que F(z,y) = G(x)G(y) com G sendo a fungao de distribuigao de X ~ Exp(1).
Com isso, F' é nao decrescente e continua a direita em cada componente, dado que
herda essas propriedades de G. Além disso, é claro que se =,y — oo, vale que
G(x),G(y) — 1 e portanto F(z,y) — 1. E se xt = —o0 ou y — —o0, teremos que
G(z) — 0 ou G(y) — 0, implicando que F(x,y) — 0. Por fim, sendo I} = (z1,y1) e
Iy = (w2, 92),

F(y1,y2) = Fyr, w2) — (F(21,42) — F(21,92))
= Gy)(Gly2) — G(x2)) = G(21)(G(y2) — G(x2))
= (G(y1) — G(21))(G(y2) — G(x2)) = 0,

p ois G é nao decrescente. Isso mostra que F' satisfaz F1—F4 e é uma funcao de
distribuicao, portanto.



