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Lista 5

Solugao 1. Por definigao, temos que a funcao de distribuigao de (X, X) é
F(z,y) = Pr(X <z,X <y)=Pr(X <min(z,y)) = max(0,min(1, 2, 7)), ¥(z,y) € R%
Solugao 2. Primeiro fazemos a questao 18:
(a) Note que P(X =4,Y =35)=1/6-1(i # j)
b)) PIX<Y)=PX=1Y=2)+P(X=1,Y=3)+P(X =2,Y =3)=1/2.
J4 para a questdo 25, P(X = i) =32 P(X =4,Y = j) = 1/3 para cada i = 1,2, 3.

j=1
Também vale que P(Y = j) = 1/3 para cada 7 = 1,2,3. Com isso, X e Y nao sdo

independentes.

Solugao 3. Seja T; ~ Exp(\;) para i = 1,2, com P(E = i) = 1/2 para i = 1,2, em que
E é o evento da escolha da maquina.

(a) A funcao de distribuigao de T' é dada por

1 1 -z —Xox
BT <a)= 5PN <alE=1)+ P <alB=2)=1- %

cuja densidade é f(x) = F'(z) = ()\164\196 + )\Qe*)‘”) /2.
(b) Estamos interessados em P(E = 1|T" > 100), que é dado por

P(E = 1)
P(T > 100)
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P(E = 1|T > 100) = P(T > 100|E = 1)

= P(Ty > 100|E = 1)

T e— 100X 4 100X 1] 4 e~100(A2=A1)

(c) Nesse caso, T~ Exp(\).
Solucao 4. Primeiro resolvemos o problema 36. Sejam X; ~ Exp(«;) independentes.

(a) Seja Y = min X;. Assim,
n n
P(Y >t)=P(X;>ti=1,...,n) =[P >t)=][e " =e ==,
i=1 i=1
o que implica que Y ~ Exp (3., o), em que a primeira igualdade vem do fato de
que se o0 minimo € maior que ¢, entao todos também serao. Em contrapartida se todos
sao maiores que t, o minimo, que é um deles, também sera.
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(b) Parak=1,...,n
em que Z; = min;x; X;. Note que Z;, e X}, sao independentes pois Z; ¢ funcao de

variaveis aleatorias independentes de Xj. Portanto, a densidade conjunta pode ser
escrita como fx, 7, (z,y) = fx, (%) fz,(y). Além disso, Z ~ Exp(3_,;, ;). Com isso,

P(X, — Z, <0) / / fxpz(x,y)dydx
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0 que queriamos provar.

Agora vamos para o exercicio 40.

(a) E um processo de Poisson com taxa média de entrada de 25 fregueses por minuto,
que € a soma das entradas, que sao independentes, das duas portas.

(b) Temos que
P(Ty >t) =P(X!=0) = — T} ~ Exp(15).

Seguindo o mesmo raciocicio V; ~ Exp(10) e, além disso, usando o exercicio
anterior, min(77, Vi) ~ Exp(25).

(c) Estamos interessados em P(T} < V;), em que T3 e V; sdo independentes. Como
calculamos no exercicio anterior, P(T} < V;) = 15/25 = 3/5.

Solugao 5. Considere A o triangulo delimitado por (0,0), (0,1) e (1,0).

(a) c=1/vol(A) = 2.

(b) fx(x) = Olfody =2(1—x)e fy(y) = folnydx = 2(1 — y) para x,y € [0,1]. Por
fim, usando o resultado do capitulo 2.6 do livro,

:/OO f(z—t,t)dt:/zf(z—t,t)dt:22’-][0,1](2).
—00 0

(¢) X e Y nao sao independentes, pois o produto de suas densidades nao resulta na
densidade conjunta.

Solucao 6. Seja
fxy(z,y) =" Locy<a

(a) E claro que fxy > 0 para todo (z,y) € R?. Agora note que

f(x,y)dydx:/ / e_””dydx/ re Tdr =1,
R2 o Jo 0

o que prova que f é uma densidade. A regiao é a delimitada pelasretasy =0ey = z.
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(b) Como a fungao L.y, nao é fatoravel nas varidveis = e y, entdo X e Y nao podem
ser independentes.

(c) fx(z) = [ e "dy=x-e " paraxz >0 e0 caso contrario. Logo X ~ Gamma(2,1).

Solucao 7. Defina a fungao

r+y v —

<

o=

cuje inversa ¢ dada por

O Jacobiano da transformacao é

1
J(m,y,u,v):detﬁ [1 1 ] =

1 1, 1 1,
el 1) e )
o que implica que U e V sao independentes e normalmente distribuidos com parametros
0el.
Solugao 8. Seja X,Y ~ U[0, 1] independentes, R = 1/2log(1/(1 — X)) e © = 7(2Y —1).
(a) Usando o método jacobiano, vemos que

fe(0) = %fy <% + 1) i]l[—ﬂ,ﬂ — O ~Ul[—m, 7.
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Note que r > O paraque 1l —e~ 2 >0el—e < 1 para todo r. Entao,
2
fr(r) =re” 2 Ljo.00) (7).
(b) O jacobiano da inversa dessa transformacao é

e, 0.0 = et [0 o)

Portanto, usando que Z2? + W? = R?,
1
fow(z,w) = 2—]1(—7T <O(z,w) < W)r(z,w)e_T(z’w)Q/QIL(r(z,w) >0)/r(z,w)
T
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V2w s
o que mostra que Z, W w N(0,1)



