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Lista 6

Solugao 1. Seja X uma varidvel aleatéria com densidade f(z).

(a)

A fungao de distribuigao de Y = | X| é
Fy(y) =P(X| <y) =P(-y < X <y) = P(X <y)—P(X < —y) = Fx(y) - Fx(-y),

para y > 0 e Fy(y) = 0 caso contrario. Assim, a densidade de Y é

: fy)+f(=y), y=0
fr(y) = Fy(y) {Q y <0
Usando o método do jacobiano, primeiro temos que notar que g(x) = |x| é néo
diferenciavel em x = 0, mas diferencidavel em todo resto. Além disso, ela também
nao é bijetiva. Por esse motivo, temos que separar o dominio da fun¢ao em (—o0,0)
e (0,00). Quando = < 0, a func¢do g_(z) = —x é bijetiva e diferencidvel. O mesmo
ocorre para g,(xr) = = para z > 0 que é bijetiva e diferencidavel. O mddulo do
jacobiano de ambas é 1 e, portanto,

fr@)=f(=y) | =1+ f) -1l =f(=y) + f(y),y > 0.

Para y = 0, podemos colocar qualquer valor ndo negativo. Fazemos fy(0) = 2f(0)
por escolha. Assim,

I f@+f(=y), y=0
fY(y)_ {O, y<0'

Solucao 2. Considere a densidade conjunta

6
flz,y,2) = I(z >0,y >0,z > 0).
( ) ﬂ+x+y+@4( )
Vamos obter a densidade de W = X +Y + Z. Temos que a distribuicao de W é
(w) = B Y L A S E—
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Com isso,

2
, w

(1+w)*
Usando o método de jacobi, introduza a transformagao g(x,y, z) = (z,y,z+y+ z) que é
bijetiva (inversa ¢~ (z,y,w) = (z,y,w —x —y)) e U = g(X,Y, Z). A jacobiana de g~' é

1 0 0
J=det | O 1 0| =1
-1 -1 1
Sendo u = (z,y,w), o método de Jacobi implica que
6
u) = f(r,y,w—ov—-y) 1=—7,
fo(u) = f(z,y y) 13w

para w > x + y e 0 caso contrario. Portanto,

que corrobora com a solugao anterior.

Solucao 3. Seja X o ntimero de retiradas necessarias a fim de observemos uma bola duas
vezes.

(a) Se X > k, significa que retiramos k bolas diferentes (note que pelo principio da casa
dos pombos, X < ne X > 2, pois precisamos retirar pelo menos duas bolas). Sabendo
disso, para k= 2,...,n — 1, temos que

nn—1)---(n—k+1) n!

nk ~(n—k)Ink’

P(X > k)=

isto é, temos n* formas diferentes de tirar k bolas de n. Logo, a distribuicdo de X é

n!
PX<k)=1— ——-——
(X< k) (n — k)Ink
(b) Podemos calcular
00 n—1 Hk_ln—i n—1k—1 n—1k—1 i
— — 1=0 _
E[X]_I;P(X>k)_2+; e 2+};111—5_2+;111—5,

como queriamos mostrar.

Solucao 4. Note que cada langcamento de dado é um experimento de Bernoulli com
probabilidade 1/3 (tirar 1 ou 6 entre 6 resultados) e eles sdo independentes. Seja X o
nimero de lancamentos necessarios para se tirar 1 ou 6. Com isso X ~ Geom(1/3).
Note que com 3 lancamentos, o gasto é de R$55,00 e, portanto, o jogador teve prejuizo.
Portanto, a probabilidade de lucro é

P(X<2)=P(X=1)+P(X =2)=1/3+2/3-1/3=5/9.

Com isso, ele tem mais chance de lucro. O lucro esperado é calculado da seguinte forma:
seja Y o lucro do jogador. Assim, Y =50 — 15X — 10 = 40 — 15X e, portanto,

E[Y] =40 — 15E[X] = 40 — 15 -3 = —5,

isto é, o lucro esperado é negativo.
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Solucao 5. Seja X,, o valor que o jogador I tem apds a rodada n. Veja que X, €
{0,100, 200, 300,400}, X =200 e | X,+1 — X,| = 100 para todo n > 0. Estamos interes-
sados em

N =min{n € N: X,, =0 ou X,, = 400}.

Seja vy, 0 numero esperado de langamentos até terminar o jogo dado que Xy = k. Estamos
interessado em w999 = E[N]. Note que vy = v490 = 0. O niimero esperado de langamentos
comecando de 300 é o lancamento a ser feito nessa rodada mais uma entre as seguintes
duas opgoes: com probabilidade p, o jogador I atinge 400 e tem v,09 lancamentos a serem
feitos em média ou atinge 200 e vo99 com probabilidade 1 — p. O simétrico ocorre quando
se comeca de 100 e, usando um raciocinio similar, calculamos vy. Temos, entao,

V300 = 1 + puago + (1 — p)vago = 1 + (1 — p)vano
V100 = 1 4 puago + (1 — p)vg = 1 + puago )
Va0 = 1 + pusgo + (1 — p)vioo

que resulta na expressao

00 = 1+ p(1 4+ (1 — p)vano) + (1 — p)(1 + pvaco)
=1+p+p(l—p)vago +1—p+p(l—p)vano
2
1—2p(1—p)
Agora seja hy a probabilidade de X,, = 400 antes do que X,, = 0, isto ¢, o jogador I

ser vencedor dado que Xy = k. Estamos interessado em hogy. Note que hg = 0 e hygo = 1.
Seguindo um raciocinio similar ao anterior,

=2+ 2p(1 — p)uggy = Vapp =

h3o0 = phaoo + (1 - P)h200 =p+ (1 - P)h200
higo = phaoo + (1 — p)ho = phaoo )
haoo = phsoo + (1 — p)hioo

que resulta na expressao

haoo = p(p + (1 — p)hago) + (1 — p)(Phaoo)
= p® + p(1 — p)haoo + p(1 — p)hago
2
p

2
=p°+2p(1 — p)hagy = hopo = —————,
1 —2p(1 - p)

o que nos da a probabilidade do jogador I vencer.



