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Lista 7

Solucao 1. Seja X uma variavel com densidade
e—])
r)=——
f(x) e
Pelo Teorema 3.1, temos que
o0 o0 —x 1 oo

que diverge. Agora, vamos encontrar a densidade de y = e, cuja inversa é r = logy.
Pelo método do Jacobino,

e~ log(v) y 2 1

1
fr(y) = —(1 —|—e—10g(y))2§ - (1+y‘1)2 - (y + 1)2

Assim,
1

Y _
E[Y]_/o (y+1)2dy_1+y

Solucao 2. Na lista 3, fizemos um exercicio similar, mas com o objetivo de encontrar a
f.d.a. Como a varidvel s6 toma valores nao negativos, podemos usar a f.d.a e o Corolario
1 da pagina 112 que diz que

que também diverge.

E[X] = /000[1 — Fx(z)] dw.

Seja U ~ Unif[0,1000] o valor ganho na roleta. Temos que o candidato ganha U com
probabilidade 5/6 e U 4+ 500 com probabilidade 1/6. Com isso, se X é o prémio recebido,

Como Fx(z) = 2P(U < z) + ;P(U < x — 500) para « € [0,1500], e 1 para z > 1500,

1500 g 1
E[X] = i 1—6P(U§9§)—6P(U§x—500)dar

5 1000 5 1 1500 — 500
:1500——/ - dx——500——/ : dz
0 5

6 1000 6 6 Jsoo 1000
6500 5 1 1750
=~ — P00 — 500 = — =

Vamos fazer de uma maneira alternativa, através de esperanca condicional,

5 1 2500 1000 1750
]E[X]:EIE[U]+6E[U+500]: 5 + e = 3

Vamos usar esse conceito para resolver o (b). Assim:

1 1 4
EX|==-0+-1000+ -E|U] = —— = 500.
[X] = ¢ -0+ 51000 + <E[U]
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Solucao 3. Seja X uma varidvel integravel qualquer. Portanto E[X] estd bem definida.
Assim, usando a linearidade do valor esperado,

E[(X — ¢)’] = E[X?] — 2¢E[X] + ¢
Queremos resolver o seguinte problema:
min E[X?] — 2cE[X] + ¢*s.a. c € R.

Como queremos minimizar um polinomio com coeficiente positivo, minizamos ele com

Para quando X ~ Unif|a, b], ¢* = (a + b)/2.

Solugao 4. Lembre que X < Y implica que E[X] < E[Y]. Com isso, obtemos que
a < X < bimplica a = Ela] < E[X] < E[b] = b. Além do mais, usando o problema
anterior, sabemos que Var(X) é conta inferior, para valores de ¢, de E[(X — ¢)?]. Portanto,

2 2
P +b p_ o +0
2 2
pois X < b e fazendo 0 < a < b. Seja agora a < b valores quaisquer. DefinaY = X —a e
teremos Y € [0,b — a]. Note que b — a > 0 independente do sinal de a. Assim,

Var(X) <E

<E

B (b—a—O)Z_(b—a)2
Var(X) = Var(Y) < 1 =

Solucgao 5. Sejam X e Y varidveis aleatérias independentes, entdo X? e Y2 também sao
independentes. Assim,

= Var(X) Var(Y) + E[Y]* Var(X) + E[X]* Var(Y).

Solugao 6. Sejam X,Y ~ Unif[0,1] independentes e defina W = min(X,Y) e Z =
max(X,Y). Sabemos de capitulos anteriores que

Jwz(w,z) =21(w < 2).

Assim, por LOTUS,
11
E[W Z] :/ / wz2l(w < z) dwdz
o Jo

1 z
=2 / wz dw dz
0o Jo
1

:/ 2dz =1/4.
0

2
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Ademais,

:/01/022wdwdz:1/3,E[Z]:/01/0z2zdwdz:2/3,
[Z]

o que implica que Cov(W,Z2) = EWZ] — EW]E[Z] = 1/4 —2/9 = 1/36. Por fim,

calculamos

E[W?] = //Qw dwdz =1/6,E[Z%] = //22 dwdz =1/2,
que implica Var(W) = E[W?| —E[W]* =1/6 —1/9 = 1/18 ¢ Var(Z) = 1/2—4/9 = 1/18.
Entao,

1/36 18
V1/18-1/18 36
Solucao 7. Seja X = X; +---+ X,,, em que X; = 1 se na i-ésima retirada, tiramos um

dos r objetos de interesse, e 0 caso contrario. Veja que P(X; = 1) = r/N para todo N, r
Suponha agora que P(X; = 1) =r/N parai > 1 e todo N,r. Assim,

p(W, Z) = = 1/2.

:Lr_l—k(l—i) r

NN-1 N/ N-1
r(r—1)4+r(N —r) o
N(N —1) N’

em que na segunda igualdade usamos o fato de que, apds a retirada do primeiro item,
temos um conjunto de N — 1 itens que também segue uma hipergeométrica com r ou
r — 1 itens de interesse. Com isso, X; ~ Bernoulli(r/N) para todo i = 1,...,n. Usando
que E[XZX]] = ]P(Xl = 1,Xj = 1) = P(Xl = 1,X2 = 1) = (T’/N) : (T — 1)/(n — ].), dada
a permutabilidade dessas varidveis, temos que Cov(X;, X;) = (r/N) - (r —1)/(N —1) —
r?/N? = —r(N —r)/(N — 1)N?. Entao,

Var(X) = ZVar(Xi) + Z Cov(X;, X;) = n% (1 — %) B n(n(]—v 1_)7"1()]3[\[2— r)
i=1 i
_ nr(%Z—T) (1_ ]T\Lf__ll)
S



