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Exercicio 1 Suponha que {Y;};en sejam variaveis aleatérias com distribuicdo Bernoulli
com pardmetro p;. Assuma que cada para cada i, é observado um vetor z; € R*, cujas
coordenadas sao chamada de covaridveis. Além do mais, dado 6, as variaveis Y; sdo
independentes com dedine-se como

logit.(pi)';:\log{l f""p’} =0z 9 e IR,K

Encontre uma estatistica suficiente minima para 6.
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Exercicio 2 Sejam {Z;},cn varidveis aleatorias com distribuigao Bernoulli(f). Defina a
quantidade aleatoria X; = min{n : Z, = 0}.

(a) Escreva a densidade com respeito a medida de contagem da distribui¢ao de Xj.
(b) Mostre que X é estatistica suficiente para 6.
(¢) Encontre o estimador de méxima verossimilhanca ; de # baseado em Xj.

(d) Mostre que o estimador 7 = 6,/(1 — ;) é estimador nao enviesado para a razio de
chances n = 6/(1 — 6).

(e) Usando o Teorema de Rao-Blackwell, é possivel propor um estimador com variancia
menor?

(f) Calcule o limite inferior de Cramér-Rao do MSE para estimadores nao enviesados.
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Exercicio 3 Sejam X, .

., X, N~ N(6,a6?) com a > 0 conhecido. Mostre que a estatis-
tica T'(X) =

(X, S?) é estatistica suficiente minima para #, mas a familia de distribuicoes
nao ¢é completa. Isso contradiz o fato de ela pertencer a familia exponencial? Dica: qual
a particularidade do espaco de parametros?
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Exercicio 4 Considere Xi,..., X, ~ Uniform(#, 6 + 1). Encontre uma estatistica sufici-
ente minima e um estimador para 6. Verifique:

(a) Essa estatistica é completa para a familia de distribui¢oes?
(b) Esse estimador é nao enviesado?

(c) Esse estimador é consistente?
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Exercicio 5 (Monte Carlo Swindles) Seja X = (X,,...,. X,) uma amostra aleatoria com
4 m 2 AT P) . » s
distribuicao N(p, 0%) e M,, a mediana amostral. Defina v,, = Var, ,2(M,). Nesse exercicio,

vamos estudar a estimacdo de v, através do método de Monte Carlo.

(a) Considere N amostras aleatérias de tamanho n, denotadas por (Xi,...,. X e seja
M} a mediana da i-ésima amostra, i = 1,..., N. Calcule a varidncia amostral 5% de
{M}, ..., MY}, Mostre que a sequéncia {S%}yen ¢ consistente para v,.

(b) Mostre que X,, é estatistica suficiente completa e V = (X} — X, ...,/ Xn— X,) é
estatistica anciliar para p. Conclua que X, e M,, — X, sao independentes.

(¢) Calcule Var(X,,) e mostre a relagiao entre v, e Var(M,, — X,,).

(d) Usando a relagao acima e a ideia destacada em (a), discuta wma outra sequéncia de
estimadores para v,.

(e) Encontre aproximagoes para a variancia do estimador de (a) e de (d) usando que a
normalidade assintdtica. Conclua que para n suficientemente grande, o método em
(d) tem varidncia menor e, portanto, maior precisao. Essa abordagem é chamada de
Monte Carlo Swindles.
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Exercicio 6 Considere uma amostra aleatéria Xi,.... X, ~ N(6,0?).

(a) Proponha um estimador baseado no método de momentos para (6, o).
(b) Calcule o estimador de maxima verossimilhanca para (6, 0).

(c) Seja 62 o MLE para ¢® e S? a varidncia amostral. Calcule seus vieses.
(d)

d) Mostre que = Va2 e § = v/5? sido enviesados.
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Exercicio 7 Expresse a familia das distribui¢coes Beta na familia exponencial. Enc
o parametro natural, o espago de parametros natural e estatisticas suficientes. Ei
a média e a variancia das estatisticas suficientes. (Dica: Veja sobre a / neo

e trigamma.)
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Exercicio 9 Suponha que X e Y sejam variaveis aleatérias independentes cujas distribui-

¢oes parametrizadas por 6 tém densidade fy(x|€) e fy(y|€), respectivamente. Suponha
que 0 € Q C R. Mostre que Ixy(0) = Ix(0) + Iy(0).
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Exercicio 10 Seja X ~ Poi(f) e defina g(f) = exp{-30}. = & = "'_ lo%q
(a) Encontre o limite inferior de Cramér-Rao para estimadores nao enviesados de g().
(b) Se ¢(X) = (—2)*, encontre Varg(¢(X)).

(c) Encontre o limite inferior de Cramér-Rao e de Chapman-Robbins para a variancia de
estimadores nao enviesados de 6.
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Exercicio 11 Suponha que n flechas sao lancadas em um alvo circular de raio r e que a
i-ésima flecha passa no ponto (X;,Y;). Assuma que os pares (X;,Y;) sdo independentes
com distribuicao N(0,615).

(a) Defina R; = y/X? + Y. Encontre a distribui¢ao de R?/# para uma flecha arbitraria.
(b) Calcule a probabilidade da i-ésima aresta atingir o alvo.

(¢) Encontre o MLE de € e a distribui¢do assintotica do estimador.
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